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432 Integral ile Hacim Hesabi

Teorem :

f :[a,b] —> R, f(X) fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olmak (izere,

y = f(X) egrisi, x=a, x=b ve Ox ekseniile sinirlanan kapali bélgenin, OX ekseni etrafinda 360°

b
7| yidx
[y

tir.

b
dénddrilmesi ile olusan dénel cismin hacmi; V = 7r.ﬂ f (X)|2 dx=
a

ispat:
[a,b] araligini N tane alt araliga ayiralim. Dlzgun bollntl yaparsak, alt

araliklarin uzunluklari esit olur:
b-a
AX; = AX, = AX; =...= AX, = ——
n
[Xk_l, Xk] alt araligina ait bir t, noktasi secgelim. Boylece, tabani AX, ,
yuksekligi f(t,) olan bir dikdortgen olusur. Bu dikdértgen OX ekseni

etrafinda dondirilirse; yarigapr f(t,), yiiksekligi AX, olan bir silindir
meydana gelir. Bu silindirin hacmi:

V, =z [ ()] .Ax,di.
Bdylece, [a,b]arallgma ait n tane dikdortgenin - OX

ekseni etrafinda déndurulmesiyle elde edilen N tane silindirin

n

hacimleri toplami, Zﬂ'[ f (tk)]2 AX, tir. Bu toplam, donel cismin
k=1

hacminin yaklasik degeridir.

P boluntisi ne kadar ince segilirse, silindirlerin hacimleri
toplami, dénel cismin hacmine o kadar yaklasir. O halde, N — «
igin limit durumunda bu toplam, dénel cismin hacmine daha yakin
deger alacagindan,

N — o igin limit alinirsa;

b

V =lim in[ f(t)] A%, =j7z[f(x)]2 dx:;zi y?dx olur.

X—0
k= a

Sonug :1

[a,b]arallgmda integrallenebilen iki fonksiyon, y = f(X) ve
y=g(x) olsun. Xe [a,b] icin, f(X)>g(x)>0 ise;
y=1(x) ve. y=9(x) egrileri,,x=a , ve X=b dogrular

arasinda kalan bélgenin  OX  ekseni etrafinda 360°
donduriimesiyle olusan dbnel cismin hacmi;

Vv =ni[f2(x)—gz(x)]dx tir.

Sekilde goruldigu gibi olugan cismin hacmi distaki donel cisim ile igteki donel cismin hacimleri farkina esittir.
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@Srnek(4|120>
f(X)=x* egrisi, Xx=0 , Xx=2 dogrularive OX ekseni

tarafindan sinirlanan kapali bélgenin - OX  ekseni etrafinda 360°
dondurldimesiyle olusan donel cismin hacmini bulalim.

Cozim :
Elde edilen cisim, yandaki sekilde gortilmektedir.
2 2 2 52
2 X 32
V= 7r“ f (X)|2 dx= ﬁj(xz) dx| = ﬂj xidx| =22 =2 o,
0 0 0 5 0 5

gfjﬁrnek(4|121>

f(X)=x%egrisi x=0,Xx=2,y=8 dogrulari arasinda kalan kapali bdlgenin

AY

OX ekseni etrafinda 360° déndiriilmesiyle olusan dénel cismin hacmini bulalim. 8 g(x) f (X) =X’
Cozim :

Elde edilen cisim yandaki sekilde gortlmektedir.

Olusan hacim, g(x) =8 dogrusunun dénmesiyle olusan silindirin hacminden,
f(x)=x* egrisinin désnmesiyle olusan cismin hacminin farkina esittir.

Once, bu dogru ile edrinin kesim noktasini bulalim:

 Zo

x}=8= x=2 dir. O halde, dénel cismin hacmi:

Vv =nf[gz(x)— fz(x)]dx:ﬂj(64—x6)dx

=n(64x—lx7J
7

@rnek(4|122>

f (X) = x® parabolii ve g(X) = X dogrusu arasinda kalan diizlemsel bolgenin OX ekseni etrafinda 360°
dondurldimesiyle olusan donel cismin hacmini bulalim.

Cozim :

Once f(X) ve g(x) fonksiyonlarinin belirttigi egrilerinin kesim
noktalarini bulalim.

f(X)=g(xX)=>x*~x=0= x=0 veya X =1 bulunur. Olusan

cismin hacmi, dogrunun déonmesi ile olusan hacimden, parabolin
doénmesi ile olugsan hacmin ¢ikartilmasi ile bulunur.

Y% =7rjl'[gz(x)— 1‘2(x)}dx:7rjl'(x2 -x")dx

2
= 71'(64.2 —%27 ) -0= @ birimkup bulunur.
0

i

---.-.-.-.-..--.-.-.-.-I.\E-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.----

-—_T

fx)=x2 47 g(X) =X

A Ao

1

X x°
=T ————
0

27
= — bulunur.
15
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Sonug :2

x = f(y) fonksiyonunun egrisi, y =,y =d dogrulari ve Oy ekseni

ile sinirlanan diizlemsel bolgenin Oy ekseni etrafinda  360°

donduriimesiyle olusan dbnel cismin hacmi;

d
Vv =ﬂj| f(y)[ dy= dir.

d
ﬂj x*dy

Sonug :3
ye [C,d] icin f(y)>g(y)>0 ise;
x=f(y) ve x=0(Yy) egrileriile y=c ve y=d dogrulari arasinda

kalan bélgenin Y ekseni etrafinda  360° déndiiriiimesiyle olugan

donel cismin hacmi;

V=r[[ £1(y)-g"(y)]dy d.

@Srnek(4|123>
y = x* parabolii, X=0 ve Yy =2 dogrulari arasinda kalan bélgenin

Oy ekseni etrafinda 360° déndiiriimesiyle elde edilen dénel cismin
hacmini bulalim.

Cozim :
y= X=X = y dir. Olugan dénel cismin hacmi;

2 2
o] o
0

2

= 27 bulunur.
0

2
| ydy‘ =
0

2
T
| ydy‘ =Y
0

@rnek(4|124>

X= y2 egrisi ve Y = x? egrisi arasinda kalan diizlemsel bolgenin - Oy

ekseni etrafinda  360°
hacmini bulalim.

dondurulmesiyle elde edilen donel cismin

Gozum :
Once, bu iki egrinin kesim noktalarini bulalim.

2
y:x2:>y:(y2) =y'=>y'-y=0=y,=0ve y,=1 bulunur.
O hélde, olugan dénel cismin hacmi; Y € [0,1] day= X? paraboliiniin

olusturdugu hacimden, X = y2 parabollnin olusturdugu hacim

¢ikartilarak bulunur.
1

3
10

0

2

SRR

bulunur.

3

2 Y

y

¥<

o

Y
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INTEGRAL - KONU TARAMA TESTLERI

123

le

R
N LRI

Yarigapi 5 cm olan bir kiireden, yarigap! 3 cm olan
silindirik bir oyuk agilacak bigimde bir cisim
cikariimaktadir. Cikarilan cismin hacmi kag brtur?

1 82r 1257 1287 244r
A)— B)— O D) E)

3 3 3 3 3

2e

5
Yukaridaki sekle gére, J-( f '(X) + f "(X))dx
-3
integralinin sonucu asagidakilerden hangisine esittir?

A) -9 B)-1 C)0 D)4 E) 9
3e
'[—‘\/\/__X—’_l-dx integralinin esiti nedir?
X
4\ (Vx-1) 4-\J(Vx+1)
A—~ 4+C B —F— " 4C
3 5
4“KJ;+93 (J§+QS
c)—————+C D) ———+C
3 3
a-\J(Vx+1)
E) +C

Ahmet YAZICI

de
AY

2
-2/
/20 4 g

8
Yukaridaki sekilde y =— egrisinin bir kismiyla X =4
X

ve Y =X+ 2 dogrularinin grafigi verilmistir. Buna

gére, tarali bélgenin alani kag br? dir?

A)9-8In2  B)9+8In2
D) 8+9In2

C) 8-9In2

E) 10-8In2

Be

0 >

Yanda verilen sekildeki tarali bolgenin OX ekseni

etrafinda 360° déndiiriilmesiyle olusan dénel cismin
hacmi ka¢ birim kiptar?

2r
B) —

D) —
3 )

T
A) —
)3 3

S5 9
C) — E) —
) 2 ) 2

Oe
A(l, 3) B (3,1) ve C (3, 3) noktalarindan olusan bir

licgensel bélgenin x ekseni etrafinda 360° donduriil-
mesiyle elde edilen cismin hacmi kag¢ birim kuiptr?

2 S5 287 197
A= B = 0= D= Fg—=—
3 3 2 3 2
EDIC.—-E{E!D
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Te 10e
. o In? x
Imdx integralinin esiti agagidakilerden J' 2 dX integralinin esiti nedir?
hangisidir’> n2x 2Inx 2
2X+3— \/_ ) ——————-——+C
A) —I X X X
5 2X+3+‘/_ In?x 2Inx 2
5 Ly 23 5 B ——*+— *°
\/_ 2x+3+\/_ In?x 2Inx 1
C) — -—+C
2X+3— \/_ X X X
© Sin [ In?x |1 2
1 2X+3+ py +X_NX_2. ¢
D) —arctan(x+\/§)+c )2( X
2 In°x Inx 1
-———=+C
B -t 2x+3 \/_ X X X
\/_ 2x+3+\/_
8e 11e
- (142+3B+Ya ) p = 2olmak uzere
lim limitinin degeri
n—e n o . 1 1 1 1] _
< lim + + +...4— | ifadesi
kagtir? g ™= n+l n+2 n+3 pn
A) 0 B) 1 N2 D)2 E)o B asagidakilerden hangisine esittir?
2
A) —Inp B) 0 c)l D)lnp E) o
12e
Oe
Xx=3

¥ <

‘-l‘-l‘-l‘-l‘-l‘-l‘-l‘-l‘-
_- _-'_-'_-' -' s

X* + y2:1 denklemiyle verilen merkezil ¢emberin
X=3 dogrusu etrafinda donduriilmesiyle olugan
(simit imsi) cismin hacmi kag britir?

A) 672 B)127° C)167° D) 247x° E) 327°

Yarigap! R cm olan bir kiireden, yiiksekligi 12cm olan
silindirik bir oyuk agilacak bigimde bir cisim
cikariimaktadir. Geriye kalan cismin hacmi kag cm?®
tur?

A) 72r  B)117zn C)180n D) 2887 E) 3007z
BIiBIA-1A DD




