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Construccion del modelo de programacion Lineal

Una compaiia de Pmhwas produce esmaltes para mferiores v para exteriores. a partir de dos
materias primas, M1 v M2. La sigiuente tabla proporciona los datos basicos del problema:

Toneladas de materia prima por tn. de Disporubilidad
Pintiua para exteriores Pmfura para mferiores maama diana [m)]
Materia Prima M1 6 4 24
Materia Prima M2 1 2 6
Utilidad por tonelada 5 A
[K 5]

Una encuesta de mercado restinge la demanda maxima diania de pinfra para mteriores a 2
toneladas. Ademas. la demanda diaria de pmtura para imteriores no puede exceder a la de pmtura
para exteriores por mas de 1 tonelada. La empresa quiere determunar la mezcla de producto optima
(mejor) de pmturas para mteriores y para exteriores que maximice la utilidad diaria total.

El modelo de PL. lo mismo que en cualquer modelo de LO.. incluye tres elementos basicos:

1. Variables de decision que tratamos de determinar
2. Objetivo (1neta) que tratamos de optimizar
3. Restricciones que necesitamos satisfacer



La defimicion apropiada de las vamables de decision es un primer paso esencial hacia el
desarrollo del modelo. Una vez que se definen las variables. la tarea de constnur la funcion objetivo
vy las restricciones no debe ser nuy dificil.

Para el problema de fabrica de pmtuas, necesitamos determinar las cantidades que se van a
producir de pintura para mteriores y para exteriores.

Por consiguiente, las variables del modelo se definen como

X; = Toneladas dianas producidas de pintura para exteriores
X, = Toneladas diarias producidas de pintura para interiores

Utihzando estas definiciones, la siguiente tarea es constur la fimcion objetivo. Un  objetivo
logico para la compaiiia es mcrementar tanfo como sea posible (es decwr, maximuzar) la ufihdad
total diaria de la pintura, tanto para exteriores como para mferiores. Si Z representa la utiidad dia-
ria total (en muiles de dolares), obtenemos



Z=5X,+4X,
El objetivo de la compariia es = Maxmuzar Z=5X; +4 X,

El ulimo elemento del modelo aborda las resmicciones cque lmutan el empleo v la demanda de
materia prima. Las restricciones de la materia prima se expresan verbalmente como

Empleo de materia prima para ambas < Disporubilidad  maxima de  matena
pifuras — prima

De los datos del problema resulta que
Empleo de materia prima Ml= 6 X; +4 X, [toneladas]
Empleo de matenapmma M2 = 1 X; +2 X, [toneladas]

Debido a que las dispombilidades diarias de la materia proma Ml vy M2 estan
limitadas a 24 v 6 toneladas, respectivamente, las restricciones asociadas se expresan como:
6X;+4X, < 24 (Materia prima M1)
X, +2X, < 6(Materia prima M2)



Hay dos tipos de restricciones de la demanda segiin mdica el emmciado:
(1) la demanda maxima diaria de la pintura para mteriores se limita a 2 toneladas v
(2) el exceso de produccion diaria de pinhwa para imferiores sobre la pmbwa para
exteriores es cuanto muicho de 1 tonelada. La primera restriccion es directa v se

expresa como X < 2 1a seginda restriccion se puede traducir para expresar
que la diferencia entre la produccion diana de pintuwas para mfreriores y para

exteriores. X, - Xj. no exceda de 1 tonelada, es decir Xz - X3 < 1.
Una restriccion mmplicita (o “que se entiende como tal”) sobre el modelo. es que las vanables X
v %2 no deben ser negativas. Por tanfo. afiadimos las restricciones de no negatividad.
X; = 0, X, = 0 ! para satisfacer este requerimiento.
El modelo completo se escribe como
Maxmzar Z=5X; +4 X, slyjeta a
6X; +4X, 24
X, +2X, <6
X X< 1.

X, <2
X;20,X,20

IA



El procedmmiento grafico inchive dos pasos basicos:

1- La determmacion del espacio de solucion que define las soluciones factibles que
satisfacen todas las restricciones del modelo.

2.- La detemmmacion de la solucion optima de enfre todos los puntos en el espacio de
solucion factible.
El procedimiento se describe tanto para una funcién de objetivo de maximizacion, como de
minimizacion.

Solucion de un modelo de maximizacion

Paso 1. Determinacion del espacio de solucion factible.
Primero, como se muestra en la figira, supongamos que el eje honzontal x; v el eje vertical
% representan las vanables de la pmnfwa para exteriores y de la pinfwa para interiores,
respectivamente. Despugs, consideremos las restricciones de no X; = 0. X, = 0. Estas dos
restricciones limutan el area del espacio de solucion al primer cuadrante (que se encuentra
arriba del eje x; v a la derecha del eje x;). Figura 1.
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La forma mas sencilla de explicar las cuatro restricciones restantes es reemplazar las designaldades
con ecuaciones v después ftrazar las lineas rectas resultantes. Por ejemplo. la  desigualdad
6x; + 4% = 24 se reemplaza con la linea recta 6x; + 4%, = 24. Para trazar esta linea. necesitamos dos
puntos precisos. que se pueden obtener determinando primero x=0 para obfener x= 24/4 = 6, y
después determunando x, = 0 para obtener x;, = 24/6 = 4.

Por consiguente. la linea pasa a través de los dos puntos (0.6) v (4.0). como lo muestra la linea (1)
en la figura 1.

Después consideramos el efecto de la desigualdad. Todo lo que hace la desigualdad es dmidi el
plano (X;. X; ) en dos espacios (mitades) que ocuuren en ambos lados de la linea trazada: un lado
satisface la desigualdad v el ofto no. Un procedimiento para detemmunar el lado factible es utilizar el
origen (0,0) como un punto de referencia. Por ejemplo, para la primera restriccion, (0.0) satistace 6
X] +4 X% =24 (es decir. 6 0+ 4 % 0=0, que es menor de 24). Esto significa que el lado factible de
la restriccion 6x1 + 4x2 = 24 mcluye el ongen. Este resultado se mmestta por la flecha dieccional
asociada con la restriccion (1) en la figuwa 1.

En general, si el onigen no safisface la desigualdad, entonces la flecha direccional debe apuntar
en el lado opuesto de (0.0). Ademas, si sucede que la linea afraviesa el onigen. entonces podemos
elegir otro punto de referencia para efectuar el resultado deseado.



Paso 2. Determinacion de la Solucion optima:
La fimwa 1 proporciona el espacio de solucion factible que satisfacen todas las restricciones del
modelo. Este espacio esta delineado por los segmentos de la linea que une a los puntos en las es-
qunas A, B, C. D. E yv F. Cualquer punte dentto o en el limite del espacio ABCDEF es wn punto
factible. en el sentido de que satisface todas las restricciones. Debido a que el espaco factible
ABCDEF consiste en un munero infinito de punfos, necesitamos un procedimiento que identfique la
solucion optima.

La determinacion de la solucion optima requiere la identificacion de la direccion en Ila
cual incrementa la funcion de la utilidad z=5X; + 4 X, (recuerde que estamos maximizando 7).

Lo podemos hacer asignandole a z los valores arbifrariamente crecientes de 10 vy 15, que
serian equivalentes a trazar las lineas 5 X; +4 X =10y 5% + 4 X, = 15. La figira 2 superpone estas
dos lineas en el espacio de solucion del modelo. De esta manera. la utiidad Z se mcrementa en la
direccion que se nmestra en la fisura. hasta que lleguemos al punto en el espacio de solucion mas
alla del cual cualquier mcremento adicional nos dejara fuera de los lmutes de ABCDEF. Dicho
punto es el éptimo.

En témmmos de la figiwa 2. el punto C da la solucion optuima. De manera que los valores de X
v X, se detemunan resolviendo las ecuaciones asociadas con las lineas (1) v (2): es decir,

6.x1+4.x2=24 @
1.x1+2.x2=6 @

despejando X; v sustituyendo en 2 obtenemos la solucion
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La solucion produce X; =3 v X; = 15. con Z =5 ¥ 3 + 4 * 1.5 = 21. Esto quiere decir que la mezcla
optima diaria del producto de 3 toneladas de pmtra para exteriores v 1.5 toneladas de pmbwa para
mteriores producira una utilidad diaria de 21000 dolares.

No es accidental que la solucion optima esté asociada con un punto de esquina (vértice) del
espacio de solucion en donde se intersecan dos lineas. De hecho, si cambiamos la pendiente de Ia
fincion de utilidad z (cambiando sus coeficientes). descubriremos que la solucidn Optima  siempre
esta identificada por uno de estos punfos de esquina. Esta observacion es la idea clave para el
desarrollo del algoritmo Simplex general. que presentaremos mas adelante,

Analisis de soluciones sub.-Optimas.
Maxmuzar Z=5X; +4 X,
A00)=> Z=5X,+4X, = 7= 0.
BA0)=> Z=5X;+4X; = Z=20.
CBR.15=> Z=5X; +4X, = 7 =21. SOLUCION OPTIMA.

D22)=>» Z=5X;+4X; = 7 =18.
E(12)=> Z=5X; +4X; = Z=13.
FO)=> Z=5X; +4X, > 7Z= 4

Con lo que vernficamos que los wvértices nos dan soluciones basicas factibles, con solo wno de
ellos dando la solucién basica factible OPTIMA.

11
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El problema de la dieta

Minimizacion
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Ozark Famms utihiza diariamente por lo menos 800 kgs. de alimento especial El alimento especial es
una mezcla de maiz y semilla de soja. con las sigiientes composiciones:

Libra por libra de alimento para ganado
Alimento para ganado Proteinas | Fibra | Costo ($3/Kg.)
Maiz 0.09 0.02 0.30
Semilla de soja 0.60 0.06 0.90

Los requenmuentos dietéticos diarios del alimento especial estipulan por lo menos un 30% de
protemas v cuanto mucho un 5% de fibta. Ozark Farms desea determuinar el costo mimmo diario de
la mezcla de alimento.

Debido a que la mezch de alimenfo consiste de maiz vy semulla de soja. las vanables de decision del
modelo se definen como

X1 = Kgs. de maiz en la mezcla diaria
X, = Kgs. de semilla de soja en la mezcla diaria

La funcion objetivo trata de numimizar el costo diario total (en dolares) de la mezcla de alimento y se
expresa como
Minmmice Z=03X; + 0.9 X,

14



Las restricciones del modelo deben reflejar la cantidad diania necesana v los  requenmuentos
dietéticos. Debido a que Ozark Farms necesita 800 Kg. de alimento al dia. la restriccion asociada se
puede expresar como

X;+ X, 2 800  (al menos)
La resticcion del requermuento dietético de proteinas se desamrolla después. La cantidad de
proteinas inchuda en x; Kgs. de maiz v X, Kg. de semilla de soja es (0.09% + 0.6x;) Kg. Esta can-

tidad debe ser igual por lo menos a 30% de la mezcla total de alimento (x + %) Kg. lo que por tanto
nos da

0.09X; +0.6X%203X;+Xy)

De manera sinular, la restriccion de fibras se construye como

0.02 X, +0.06 X, € 0.05(X;, +X)

Las resticciones anteriores se sinplifican agrupando todos los coeficientes de x; v % en el lado
1zcuierdo de cada desigualdad. De manera que el modelo completo se convierte en

Minimice Z =0.3 x1 + 0.9 x2
sujeta a

15



o+ X:2 800
021X -030% <0

0.03X; +0.01X >0

X;20,.X,20

La figwra 3 proporciona la solucion grafica del modelo. A diferencia de las del modelo de La fabrica
de pmtwas (ejemplo 1), dos de las restricciones atraviesan el origen. Para trazar cada una de las
lineas rectas asocmdas, necesitamos un punto adicional. que se obtiene asignandole a una de las
variables tn valor y después resolviendo la ofra vamable. Por eemplo, X;=200 daria 0.21% 200 - 0.3
X, = 0, 6 X, = 140. Esto significa que la linea recta 021 X; - 0.3 X, = 0 araviesa (0. {}) y (200, 140).
Observe también que la dweccion de factibiidad para las dos resticciones que afraviesan el ongen
se pueden determmar utilizando un punto de referencia que no sea (0.0):. por eemplo. es posible
utiizar va sea (100,0) o (0,100) como wn punto de referencia para la segunda v la tercera
restricciones.

Debido a que este modelo busca la minimizacion de la funcion del objetivo, necesitamos reducir
el valor de 7Z tanfo como sea posible en la direccion que mmestra la flecha en la figwa 3. La solucion
optima es la mterseccion de las dos lineas X; + X; = 800 v 021 X;- 03 Xo= 0, que da
N;= 47059 Kegs. v X, = 32941 Kgs.. El costo mimmo asociado de la mezcla de alimento es z
=0.3 *470.59 + 0.9 * 329.42 = $437.65 por dia.

16



1000

x;=470.61b
x2=32941b
z = $437.64

1000 1500

Figura 3 L



Ejemplo. Breeding
Manufacturing Inc.

Mezcla de productos
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Para el problema su modelo de
programacion lineal es:

MAXIMIZAR: Z = 50x1 + 75x2
SUJETO A:

3.6X1 + 4.8 X2 <= 4800

1.6X1 + 1.8 X2 <= 1980

0.6X1 + 0.6x2 <= 900

X1 >=300

X2 >=180

X1, x2>=0

Resuélvalo por el metodo grafico 19



=2 Conztraint: == Objective Function: — Feasihle Area: -

OPTIMAL
SOLUTION

0BJ=73.125.00

X1=300.00
XK2=775.00

1,500.00
=1



Ejemplo. Protac

Programacion de maquinas
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Para el problema su modelo de
programacion lineal es:

Max Z=5000x1+4000x2
10x;, +15x, <150
20x, +10x, <160
30X, +10x, =135
3%, — X, <0

X, +X, 2D

X,, X, =0 Resuélvalo por el méetodo grafico 2



=2 Conztraint: == Objective Function: — Feasihle Area: -

OPTIMAL
SOLUTION

0B.J=50.500.00

#1=4.50
K2=7.00

15.00
=1



Ejemplo. La empresa High
Tech Co.

Asignacion de recursos limitados

24



Para el problema su modelo de
programacion lineal es:

Maximizar  Z = 50X, + 40X,
Max Z =50X; + 40X,

Sujeta a: 3X; +5X, < 150 tiempo de ensamble.

X, < 20 monitores para
HTPC

8X; +5X, < 300 espacio para
almacenar.

X;, X, > 0

25
Resuélvalo por el método grafico



M. Graphic Solution for HIGH TEC CO - (O] =

Constraint: Objective Function: Feazible Area: -

&0.00 OPTIMAL
SOLUTION

54.00 0BJ=1.720.00

. =1=20.00
A58 00 X2=18.00

42.00
36.00

24.00

18.00

12.00-
.00

50.00

=1
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