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1. Allgemeines
Definition Fluide
Deformation durch Krafteinwirkung permanent
Bsp.: Atmosphérenluft
Polymerlosung
Knete
In dieser Vorlesung
Kontinua einkomponentige
Einphasige
Fliissigkeiten
Newton’sche FL.

2. Kontinuum
Modell fiir Eigenschaft der Fluide
System aus Teilchen ohne Ausdehnung und Zwischenrdume
[Bild]
im Kontinuum ist die Grenzwertbildung AV—>0 méoglich
Dichte der Substanz

im System: p= ﬂ{k—g}

Vim?

. Am| kg
1m Untersystem: =—— | ==
Y r AV {m 3 }

insbesondere: AV=0 2> Am—=>0

und flir lim am existiert und heifit p
AV=>0 AV

3. Mechanik
—Wirkung von Kréften

b |

—Spannungen ¢ =

—1m Kontinuum
[Bild]
—Grenzilibergang AO—0
o= lim —
A0—-0 A4
Spannungen durch Oberflachenkrifte
hingegen: Volumenkrifte werden dem Korper aufgrund seiner
Ausdehnung zugeordnet > z. B. 6 =m-g
im Kontinuum: Kraftvektor

=y .. AF
S =
—Stoffeigenschaften von Fluiden
aus Fluiddefinition folgt:
Fluid kann in Ruhe keine Schubspannungen aufnehmen
[Bild]
—Unterschiede
Fliissigkeiten — intermolekulare Kréfte

Gase — keine intermolekularen Krifte



—Eigenschaften durch Teilchen-Teilchen Wechselwirkungen
Viskositét
[Bild]
fiir Bewertung mit u bendétigt man eine Kraft
F du
T—A—fWJ%ﬂt@
M ... dynamische Zdhigkeit
v ... kinematische Zahigkeit

—»=£
yo)

u bei TT ... (fiir Flissigkeiten)
1T bei TT ... (fiir Gase)

—Oberflachenspannung
Grenzflichen: z.B. Fliissigkeit—Gas
[Bild]
eigentlich: o = Wro [N—T} = [ﬁ}
A | m m
4. Kinematik des Kontinuums
[Bild]
£ =8(Ety =0) =5 (%) = E(3,0)
Teilchenbahn:
X=3%(,0)
17(5, )= @5 = const.
dt
— DGl fiir Teilchenbahn
u
dx=v-dt;v=|v
w
Bahnlinie:

Tangentialkurve zu Geschwindigkeitsvektoren eines materiellen Punktes zu

verschiedenen Zeiten
Stromlinien:

Tangentialkurven zu den Geschwindigkeitsvektoren verschiedener Teilchen zu

einem Zeitpunkt

[Bild]
— DGl der Stromlinie
vxdi=0

p= p(f ,t) ... materielle Beschreibung... Langrange’sche Betrachtung (Bahnlinie)
E=£&(X,t) > p= p(X,t) ... Feldbeschreibung ... Euler’sche Betrachtung (Stromlinie)

5. Kinetik
1. Masse kann weder erzeugt noch verloren gehen
2. Die zeitliche Anderung des Impulses eines Korpers ist gleich der Summe der

an ihm angreifenden Krifte



3. Die zeitliche Anderung der Z (innereEnergie + technischerEnergie) ist gleich

der Summe der am Korper wirkenden Krifte + zugefiihrter Warmeleistung

6. Kontrollvolumina
verschiedene Mdglichkeiten
a. Das differentielle Kontrollvolumen
[Bild]
b. raumfestes, endlich grofes Kontrollvolumen
V=const.
offenes System — Fluf} iiber die Grenzen
[Bild]
c. bewegtes, endlich groBes Kontrollvolumen
V=V(t)
immer dieselben Massenpunkte im Kontrollvolumen
geschlossenes System
,Kartoffelsack in einer Menge von Kartoffeln — immer
dieselben Kartoffeln im Sack, dieser dndert kann aber sein/e
Volumen/Form éndern
[Bild]

7. Reynolds’sches Transporttheorem

3| fréor]-
[Bild]
j W(E t+ AV — j W(E,DdV

g [ wE.nav = lim = Y
40} t

Addition [J: [W(E,t+A0dV — [W(E,t+ADdV =0

V(t) V(t)
j P(E t+ AV — j W(E,OdV j P(E t+ AV — j W(E,DdV
— lim V(t) V(1) + lim V(t+At) V(t)
Ar—>0 At Ar—0 At

Integrand _unterschiedlich Integrand _ gleich

Grenzen _ gleich(¥*) Grenzen _unterschiedlich(**)
e [ tim| HE1AD —‘P(é,t)} av = [ ED,,

Vo™ At Vi ot
V(t+A) -V () =0V =v,, AtdO
= vnAt dO

— —
Verschiebung _der Oberflaechenelement
Oberflaeche _in_n
Richtung

[Bild]

J.t//(g,t + At)YwnAtdO
k% .o 13 = Rt Io)
= Bg})f‘l’(ﬁf,t +At)dV = BL%

N = fy(&.n(Fndo



0 oy .
—\wdV = | ——dV + yn)dO
v V{) - iw( )

%[J‘ wd V} ... Gesamténderung von I wdV mit der Zeit
Vv Vv

J‘aa—l//d V ... reinzeitliche Anderung von y aller MP mit einem
¢

momentan deckungsgleichen, raumfesten KV
J.t//(ﬁﬁ)dO ... Anderung von y aufgrund des ,,Flusses der MP iiber die
o

Grenzen des momentan deckungsgleichen, raumfesten KV

Deformation von Fluidteilchen
[Bild] Streckung
[Bild] Scherung
Quantifizierung der Deformation von Fluidteilchen

[Bild]
Geschwindigkeiten
bei A:u, v
beiC: u+ a—uabc;v + @dx
ox ox

bei B: u+a—udy;v+@dy
Oy dy

*o (v+@dx)dt
ox

** . (u +a—udx)dt
ox

Betrachte Linie AC :

zur Zeit t =t von A nach C

zur Zeit t =t +dt von A’ nach C’
Verformung der Linie:

durch Streckung

in x-Richtung: um Z—udxdt
X

in y-Richtung: um %dxdt

durch Drehung

@ dxdt

tan(dy,) = —C
dx+ —dxdt
ot

%/_/
klein _2.Ordnung
—0

ferner fir o <<— tana =«

=dy, =%dt



dy, . Ov
> — = = —
a " a
Punkt B mitbetrachten
[Bild]
Verformung von 4B :
Streckung

in x-Richtung: um a—Ma’ydt
oy

in y-Richtung: um %dydt

Drehung
Zu dydt 5
tan(—dy,) = ya Z—udt ~—dy,
dy + —dedt ay
0y
—
klein _2.0rdnung
0 ou
- —7/2 = —L —_—
ot oy
Definiere zur Beschreibung von Drehungen in Stromungen
: 1 1 ov ou
,Rotation“ als: o =—(y, +7,) =—(———
2(71 7>) 2(8)6 ay)

aufgrund dieser ,,Rotation* konnen Stromungsfelder klassifiziert werden
drehungsfreie Stromungen

=0
1. Fall: @:8_u=0
ox oy
[Bild]
2. Fall: v = ou
ox oy
dy, =—dy,
[Bild]
Bemerkung
bei 3d-Strdmungen ist Drehung (,,Rotation®):
ow_ov
oy Oz u
L | ou ow| .
O=|——-——1;v=|V
0z Ox
Ov_ou ¢
ox Oy
L
ox
dann a)=l§><\7; V= i
2 oy
K




Grundgleichungen der Stromungslehre und Wérmeiibertragung
1. Kontinuititsgleichung
Axiom: Masse kann weder erzeugt noch vernichtet werden
Herleitung am raumfesten KV:
[Bild]
Massenbilanz:

Massenénderung im inneren des KV ist I % dv,
Vi

sie wird offenbar bewirkt durch Summe aller zu und
abflielenden Massen
zuflieBender Massenstrom ist vipdO

= Gesamtfluf3 von Masse tiber die Oberfldche des KV ist
j P(FIO

o
vn = |\7||ﬁ|cos¢;¢) =/Z(v,n)
—

=1
formuliere Bilanz:

P gy = - prido
J J o
%

ot
Vv
,.Zeitliche Anderung der Masse im KV = Massenzuflu3 -
Massenabfluf3*
Herleitung fiir differentielle KV:
x
[Bild] y;<<
z
[Bild]
| P gy %P acay
ot ot
~[p@.ido=-(p],, - o] M (ou,,, —pul Ay
o
9p :
5 AXAy + (pv|y+Ay - pv|y )AX + (pu X+Ax - pI/l X )Ay| AXAy

a_p+(pv|y+Ay_pV|y)+(pux+Ax_pux):0

ot Ay Ax
: op _ 9pu)  O(pv) O(pw) _,
A0 Of ox oy 0z

a—+v€p+p(W) =0
o

p
p =const.:div(v) =0
endlich grof3es, bewegtes KV
[Bild]



m= [pdV = [pdv

V(n) V()

—>% j pdV =0 — Reynolds’sches Transporttheorem —

V(1)

jpdV japdmjp(v 7#)d0 = 0

a o a

integrale Darstellung der Kontinuitdtsgleichung fiir raumfestes und

bewegtes KV édquivalent!
Gausz’scher Integralsatz

anwenden

j AidO = j VAV —
ja—fdmip(vﬁ)do - jaa—fdmﬁ(pwdlf =0

j[z—pﬁ(pﬂ}m/:o
VJ_:B_a

op =, -
—+V =0
o, TV
integrale Darstellung der Kontinuitdtsgleichung ist dquivalent
der differentiellen Betrachtung!

Der Impulssatz
raumfestes KV

[Bild]

Massen- (Volumen-) Krifte

Ursache: Kraftfelder (Gravitation — andere werden vernachlassigt)

Oberflachenkrifte (Kontaktkréfte)

7 ... Spannungsvektor (X,n)

[Bild]

vektorielle Kriftebilanz:
TA=7A, +7, A +7.4,
A, = Acos|L(g,,e,)|= Acos[£(7,8,)],
<ﬁ, é’x> = |ﬁ||éx|cos a,, =

A =An_;A_= An ;Ayx=An

T=Tn +7,n +7.n,
o, T, T
- L “ | o...Normalspannung
r, [s7,=|0, =]
g T | 7...Schubspannung
T z-yz Gzz
o yx sz nx
r=\z, o, 7, |n,| .. Tensor2.Stufe
2 z.yz O-zz nz
Druck

Fluid in Ruhe: 7 =0



Kann nur Druckkrifte aufnehmen — keine Zugkrifte

Definition:
[Bild]
p wirkt immer senkrecht auf Schnittfliche

p hat immer den gleichen Betrag, unabhingig von
Richtung der Schnittfliche
p=-pn
Druck abspalten:
— nur mehr bewegungsinduzierte Groflen in 7 verbleiben
n, OntP (™ T

T=-p\n, |+ 7, |nt+lo,+tpn+ 7, |

n T T o.+tp

z Xz yz
7,=0,+p;7,=0,+p; 7 =0_+p

Formulierung des Impulssatzes
Anderung von pv des raumfesten KV = resultierender ImpulsfluB iiber die

Oberflache + Z Oberflaechen + Massenkraefte
—j oV (vn)d0+j pnd0+jrnd0+jr n d0+jrnd0+jgf dv

OlIm pulv

zeitliche _Aenderung
+ (

des Im pulses im

austretenderj (eint retenderj zﬁ

Im pulsflusz Im pulsflusz

Inneren _des KV

differentielle Formulierung
Gausz’scher Integralsatz, LA

I An dO = I
divAdV = 8A 8A 8A dv
J I
’ ay 62
|7
0]

T,
7.ndO=||7, |ndO
T,

T
f ndO= ||z, ndO
T,
T,
J‘fznde = J‘{sz n.dO
o o TZZ



A(pu) or,, 8Tx ot

+V + + L

o V)= A o &

0 0 0

N Apv) 2 V() = —8—p+ o+ P O | O
ot 6y T Ox oy 0z

o(pw) , Or. 0t Or
=4V = + = F =

o TV = N S

7, représentieren die Ubertragung von j-Impuls in i-Richtung
Aufgabe: bringe 7; in Verbindung mit dem Stromungsfeld, d.h., mit v und

seiner Verdnderlichkeit in den 3 Raumrichtungen — Rheologie
= f(v) — Flieigesetz

Die Energiegleichung (1. Hauptsatz)
Axiom:
zeitliche Anderung der gesamten (kinetischen und inneren) Energie eines
Korpers = Summe der Leistungen der am Korper wirkenden Kréfte + der
ibertragenen Wérmeleistung
Herleitung am raumfesten KV
(offenes System mit ein- und ausflieBender Masse)
[Bild]
zeitliche Anderung der gesamten Energie im Inneren des KV ist:
~2
J. p(e +—)d V'; e ... massenspezifische innere Energie

Vk

ist gleich EnergiefluB3 tiber die Oberfliche O, des KV:
=2
- ple+ TR0 ikim = [i} =[w]
o 2 kg m s K

plus Leistung der dulleren Krifte:

(Kraft * Geschwindigkeit) ... skalare Multiplikation!
> [pifPav - | p(i)d0+ [v7d0

Vi Oy Oy
plus libertragene Warmeleistung

- . " : w
- .[(qn)dO; g ... ibertragene Warmestromdichte [—3}
m
OK
mit: 7=7n +7,n,+7.n, — Energiegleichung in integraler Form

ij %{p(eﬂ—%)}dV—k Oj p(e+v7)(v;7)d0=

= j ovfEdy — j p(Fi)dO + jﬁfxnxd0+ jﬁynydm j VZ.n.dO - j(gﬁ)do
0 O Ok O O

—  in Worten:  Energiednderung im Inneren des KV + (austretender -
eintretender) Energiestrom = Leistung der dueren Krifte +
iibertragene Wirmeleistung

differentielle Form
Anwendung des Gausz’schen Integralsatzes auf Oberflachenintegrale —

Volumsintegrale



; [p(e + Q—)} + V{p(e + :)}v =

= pif * =V(pi)+

i(ur +Vvr_ +wr )+i(ur +vr +wr )+£(ur +vr_ +wr_)+
ax XX Xy Xz ay »x »y vz 52 zx zy zz
Vg

bisher hergeleitete Erhaltungssitze gelten allgemein (unter den gemachten
Einschriankungen) — spezialisieren
1. Kontinuititsgleichung
op =, -
Py +V(pv)=0
— speziell fiir inkompressible Fluide:
p =const(Vt,x)
= Vv-O—)a—u @+aw 0
ox oy Oz
fiir die meisten Fliissigkeitsstromungen anwendbar (auch fiir hinreichend
langsame Gasstromung — M <0.2 )
2. Impulsgleichung(en)
x-Koordinate, linke Seite:

9P 5 puv)

ot

ou oOp = _ =
=p—+u—-+uV +pvVu =
P UG TV )+

I T T F N
= ,0_ py +(vV)u}+u{ Py +V(pv)}

u
ot ox Oy 0z

konvektive _ Beschleunigung

subs tan tielle _Beschleunigung

Spezialisierung (auf Newton’sches Fliegesetz):
Formulierung der 7, entsprechend dem Fliefigesetz — extra vorhanden!

ou 2
o222
X
ov 2
z-yy ,U|:25——(VV):|
‘. y[za—w—gm)
Oz
R
aear

v, ow|
# 0z 0y |




r e - {5_%6_@
“ o T ox

M ... dynamische Viskositit {Lﬂ =[Pa-s]
m

7, einsetzen in Impulsgleichung und weiter spezialisieren auf

inkompressiblen Prozess
- Impulsgleichung fiir Newton’sches, inkompressibles Fluid:

ou - op o’'u o*v o'w B
—+(V)u |[=———- + + +
(x) p_at (v )u} ™ #( o ot fop

fov - op o’'u o’v o*w B
—+(WV |=—T- + + +
0 A V) } u( PR
2 2 2
@ o L Vyw|=-L oy T T O
Z ox~ Oy~ oz
— Navier- Stoke’sche Gleichungen
inkompressibles Kontinuum
Vii=0
wichtiger Gleichungssatz fiir inhomogenes, Newton’sches
Kontinuum bei konstanter Temperatur

+f7p

Hydro- und Aerostatik
Ausgangspunkt: Grundgleichungen

Kontinuititsgleichung:
op =, -
—+V =0
py (pv)
Impulsgleichungen:
i ~ o’u 0'v O*w B
X —+(OV)u |=—— + + +
) )J o ,U[axz & 822] fop
0 o’u 0°v 0w
- SIS IL N +fpr
oy ox~ oy- oz

ow = op o’'u ov 0w B
—+(V)w|=——- + + +
(2) p_ Py (v )W} % ﬂ(axz o o fop

¥ p —+(N>v}=—

fiir ruhende Fluide:
u=v=w=0
7,; nur in bewegten Fluiden — 7, =0

= Kontinuititsgleichung:

»_,
ot
Impulsgleichungen:
0
®  L=p!
Ox
0
v LP=pt



p_ s
(2) 6Z—pfz

kompakt: Vp = pr

Index-Schreibweise: §—p =pof’
'xi

Vp = /f ? ... Grundgleichung der Hydro- und Aerostatik
Hydrostatik:  p = const.

Aerostatik:  p # const.

Aufgabestellung in der Hydrostatik
Berechnung von Auftriebskréften
Berechnung von Kréften auf Winde
Berechnung freier, ruhender Oberflachen
1. hydrostatischer Auftrieb (Archimedes)
Anordnung: [Bild]

resultierende Kraft durch Druck auf O,
F == pvdO =~ [Vpdv

Oy Vi
—  Druckgleichung —» = —.[ pj?B dV — Integrand = const. —

VK

(f =g ):> —pgVy
Gewichtskraft wirkt ebenfalls auf den Kérper — resultierende Kraft in
Richtung:

F;‘es' = (pK ~Pr )g(VK)
2a. Druck auf feste Winde
Anordnung: [Bild]
—  Ersatzkorper mit V,.;0, =M +0O, + 4
Kraft auf gesamte Korperoberfliche — F

F =~ | pitdO =~ | piidA~ | piidM - [ piidO, =—pgV;
Ox A M 0,

gesucht: Kraft auf A:
F,=~[piidd— F,=—pgV + [ piidM + p,0,
A M
Berechnung der Kraftkomponenten:
4= ﬁAéz =-pge.Vy +0+ p,0,
Fé = —jpﬁédi = —sign(ﬁéx)jpdA
A A

C
Il

~

4 = ﬁAéy = —I pve,dAd = —sign(ﬁé},)_[pdA
A A,
2b. Krifte auf ebene Winde

Anordnung: [Bild]

- Druckkrifte stehen senkrecht auf Wandoberflache
[Bild]
Druck aus hydrostatischer Grundgleichung:
Vp=pg
P =p,+pgh=p(h)



Zusammenhang y-h:

h=ycosa — p(y)=p,+ pgycosa
gesucht: resultierende Kraft auf Flichenelement bzw. Integral auf die
gesamte Klappe:

dF =7i(p(y) - p,)dA = iipgy cos adA
int egrieren ﬁZﬁpgcosaIydA
A
da j ydA=y.A ...  (y-Koordinate des Flichenschwerpunktes) *
A

(Flacheninhalt) =
F =iipgcos oy, A—
formulierbar als: F = 7i( P, — P4

das heif3t nicht, das die Kraft am Flachenschwerpunkt angreift!
Kraftmittelpunkt berechnen aus Momentengleichgewicht
Koordinate dieses Punktes ist y,,

yDF:J‘de—>prgys cosaA :pgcosajysz
A A
1

4

v, 4

da I y°dA Flichentrigheitsmoment um z-Achse = I, = y, =
A4

Abstand y, —y, — Steiner’scher Satz

1
Iz:]s+y3A:yD_ys: SAA:e

s

analoge Rechnung fiihrt zu:

I, i
z, oA wobei 7 !ysz
Bemerkung: Winde kdnnen auch von unten benetzt sein
Beispiel: [Bild]
3. Hydrostatik im rotierenden Behélter
Anordnung: [Bild]

Grundgleichung:
Vp = pr bei Rotationssymmetrie (Starrkorperrotation)
op P
~ 2 ) ) _FP 22
g; — p(? I’J int egrieren p = 2 r +f(Z)
2| e p=—pgz+ /(1)

beide Funktionen miissen gleich groB sein und miteinander vereinbar
= p(r,z) =§a)2r2 -pgz+C

an der Fliissigkeitsoberfliche bei » =0,z = A, herrscht p = p,
— p,=0-pgh,+C=

p(r,z)=p, + ngrz — pg(z—hy) <> Druckverteilung in der Fliissigkeit

Form der freien Oberflache: z,
dort herrscht tiberall der gleiche Druck p = p,



:zF—hOZE—r .. 0<r<R

= Rotationsparaboloid
h, gegebenenfalls aus vorgegebenem Fliissigkeitsvolumen errechnen
4. freie Oberflichen — Kapillaritdt
Oberflichenspannung entsteht durch ,molecular mismatch’
[Bild]
Oberfliachenspannung ist flachenspezifische Arbeit, die zur Erzeugung der
freien Oberfliache erforderlich ist
[Bild]
R,,R, ... Hauptkrimmungsradien
Wirkung der Oberfldchenspannung:
Druckerh6hung im Inneren der Flache

Ap=0 S +L {ﬂz} ; 0 ... Oberflachenspannung
R R, |m
(Young-)LaPlace’sche Formel

Beispiel: Tropfen mit Radius R

[Bild] = Ap = %C’

z.B.: Wasser (20°C): 6 =72-10"" E;R =100um
m

3
Ap= % ~1440 = 14,.4mbar(hPa)
m

Grenzflachenspannung ist auch Ursache fiir Ausbildung gekriimmter Menisken
an Grenzen zweier Fluide gegen Festkorper

[Bild]

Form der freien Oberfléche sei z = z(y)

Kriimmungsradius der Grenzflache sei R:
statischer Druck in beiden Fluiden:

P =Dy P182:P, = Py — Pr8Z
sei Fluid2 ein Gas: p, <<;p, = p

P, =y =(p = P, )gz(y) = pez(y)
nach Young- LaPlace

% = pgz(y)

dimensionslos darstellen

ﬁzi;az 9 LaPlace’sche Linge —
a R o'’4

,Kapillarldnge*
Wasser: a =3mm

Aerostatik
Aerostatik behandelt das Verhalten der (ruhenden) Atmosphére hinsichtlich p = p(z)

Grundgleichung: Vp = pf®, wobei hier f* =g



Luft hier als inkompressibel behandelt
Anordnung: [Bild]
Spezialisieren der Grundgleichung:

d_p - _ Trennung _ der _Variablen N dZ — _ld_p

dz g p

zur Berechnung von p(z) brauchen wir p = p(p)

wir behandeln Luft als ideales Gas. Verdnderlichkeit p = p(p) kann

unterschiedlich modelliert werden
allgemeinster Fall: polytroper Vorgang

1

% = p_g =const. = p(p) = po(ﬁj
P P Po
eingesetzt in Differentialgleichung
1
n o p 1
e
8P p,
1 n—1
n - A n )"
_p_o 1 p(Z) n_poln — pO 1_(p( )]
8Po -~ gpy n—1 Py
n
nenne 20 = Ho[m] -
&P
p(z) _ {1_ n—li}”‘l
Po n H,

Spezialfille fiir Polytropenexponent:
n=1 ... isotherm

mit lim(l + 1) =e¢ = P =e ™ ... Druck sinkt exponentiell
N—o N p

n=x ... isentrop (x =1.4)
n=1.235 ... Standard-Atmosphire

mit: p,=1.01325bar
T,=288.15K
Aufgabenstellungen:

Messung von Flughdhen aus Druckmessungen
Volumenzunahme von Gasbalons bei Hohendnderung

Reibungsfreie, inkompressible Stromung
Es gibt grofle Bereiche von Stromungsfeldern, wo die Geschwindigkeitsgradienten
klein sind (— auBerhalb von Grenzschichten — Video?)
[Bild]
Grundgleichungen:
Kontinuitatsgleichung

wegen p = const. wird %—’0+ p(Vi)=0 zu Vv = divi =0
t

... Solenoidel
in kartesischen Koordinaten



ou Ov oOw
ox oy oz

integriert liber das Volumen
=0= IdlvvdV JvndO

VK
in Worten: austretender — elntretender Massenfluf3 = 0
Beispiel:
[Bild]
eintretender Massenflu3: p(w,4, + ®,4,)
austretender Massenflul}: pw, 4,
= w4, = w4, + ,4,
[Bild]
[FdO = 0 = Wi, 4, + 0,71, A, + 70571, Ay = =W 4 = wy A, + WAy =0

o

Impulsgleichungen
fur reibungsfreies Fluid verschwinden alle Terme mit 7,
0 0
(x)...———= (o) +V(puv) = " of !
ot ox

( y)...% +V(pwW) = —Z—p+ of? + Euler-Gleichungen
y )

(z)...MN(pWV) = —2—l:+pf23

ot

kompakte Schreibweise:
ov  ov | e
= (V) =——Vp+
o o (V) > p+f*

dabei kann geschrieben werden
=2

(W)ﬁ:ﬁ%—vx(ﬁxﬁ)

einsetzen
a_"+§"__vx(v><v)__lvp+f Lame’sche Form
Ot 2 P

der Euler- Glg
fiir stationdre Stromungen 2 = (0 schreibt man mit der ersten
t

Formulierung

-9 (o) =~ Lot pr?
X

-V (i) =~ Loy !
Y

(2.9 (ow) ==Lt pr?

integrieren {iber Volumen: Beispiel mit (x)

J-|:§(pu‘7) +Z_P _ pfrB:|dV — O Gausz'scher _ Integralsatz N
X

Vk




[u(pviiydO+ [ pn,dO— [+ pfPdv =0
Ok o Vi
Situation: z.B. Kriimmer
[Bild]
F sind alle Druckkrifte auf die Mantelfliche. Diese sind unbekannt und
sollen berechnet werden. Sie werden als dullere Krifte bezeichnet.
Impulsgleichung in Worten: (fiir x-Richtung)
austretender Impulsfluf — eintretender Impulsflull = Z Druckkrifte

auf Stirnfldache + Z auBere Krifte + z Volumskrifte

Umgebungsdruck p, wirkt gegen die Strémung auf der Projektion der

Mantelflache auf die Stirnflachen

Beispiel: Rohrkriimmer
[Bild]
Vorgehen: Impulssatz >0 ansetzen wenn Impulse in positive
Stromungsrichtung zeigen (/,,, und 7, )

Bilanz in x-Richtung:
Iausx = O
1, =o(po4)= po; 4,
Bilanz:
0— pa} 4, = p\d = py4 = F, = F, = po 4, + 4, (p, = p,) >0
= Kraft zeigt in gewihlte Richtung
Bilanz in y-Richtung:
Iausv‘. = a)z (pa)Z AZ) = pa)zz AZ
Ieinv = 0
Bilanz:
pa)22A2 -0=pyd, - p,4,—-F, = F, :—pa)22A2 - 4,(p, —py)<0
= F, nicht anders als angesetzt

abschlieBende Bemerkung:
Fiir inkompressible, reibungsfreie Strémungen sind 4
Unbekannte u, v, w, p mit 4 Gleichungen zu bestimmen
(Kontinuitdtsgleichung + 3 Impulsgleichungen)
— Energiegleichung hier iiberfliissig

Dieser Spezialfall ist aber technisch trotzdem wichtig.

Bernoulli-Gleichung
Herleitung aus der Impulsgleichung (Lamé):

= =2
g—v+V%—*x(Vxx7):le+fB unter Annahme: f* =-VII
4 P
IT ... Potential der Massenkrifte (z.B. I1=gz)

bilde Skalarprodukt mit dx (langs Teilchenbahn)
- =2
P iy dw| s Py |- di5x (9 x)=0
ot 2 p
[Bild]

Integration (mit dfcﬂG)



= oG X + a—Gdy + aa—Gdz =dG ... totales Differential
Z

ox oy
2 A =2 =2
ja—vd)?+(v—+£+H] —(V—+£+Hj =0
| Ot 2 p 5 2 p .
instationdre Bernoulli-Gleichung fiir inkompressible Medien
[Bild]
Flissigkeitsfaden im U-Rohr — Lénge
L=2h+TIR
Querschnitt

A=const. wegen p =const.
= X =const. 1lings x
= X =const.
instationédre Bernoulli-Gleichung:
XL+gz,—gz, =0
z, —z, =2x ... aus Geometriegriinden
=>xL+2gx=0
zweite Ableitung + ,faktorisierte Funktion selbst =0’ =
Funktion ist sin oder cos

x(t) = C, cos(awt) + C, sin(owt) mit @ = /%g

= Kreisfrequenz @ der Stromung ist
bestimmt!
Der statisch ebene Sonderfall
das Cauchy- Riemann Problem:
a. Stromlinienfunktion
statischer Fall der Bernoulli-Gleichung (ohne Massenkraft)

=2
Y P _ const. langs der Teilchenbahn

2 p

=2
bzw. V(%+£] =0 aus Lamé-Impulsgesetz
P

:O:§(§+£j:\7x(§x§)

= dAv #0 =V xv =0 ... statisch, reibungsfrei
= Stromungen sind rotationsfrei
Gleichungssystem fiir Spezialfall
rot(v) =0 ... Impulsgleichungen
div(v) =0 ... Kontinuitétsgleichungen
ebener Fall

v _ou_,
ox Oy
8_M+@:0
ox Oy

Idee: Einfithrung von Stromfunktion y, sodal3
Kontinuititsgleichung automatisch erfiillt
y=y(xy)



Definition: v _ =u, oV _ =—v
oy ox
eingesetzt in den Impulssatz
2 2
OV L OV e Ay =0
ox~ Oy
Interpretation von

Differentialgleichung der Stromlinie
vxdi=0

= udy—vdx=0

W oy + Y e = dyy =0
oy ox
= i = const. lings der Stromlinie
wire, z. B., w = x* + y* = const. = kreisformige
Stromlinie
bilde Richtungsableitung
senkrecht zur Stromlinie
[Bild]
nw=0nu+ny=0

Richtungsableitung ist
Dy
Dn
2 2

Vu? +1° \/uz+v2
=u’ +v? :||\7||

— Volumenstrom zwischen 2 Stromlinien
[Bild]

2 2
VzJ.||17||dn:JD—W|ndn de W, — l//{ 3}
1

1

i = grad () *— =
@

b. Geschwindigkeitspotential
Gleichung rotv identisch erfiillt, wenn v als Gradient einer

Funktion darstellbar ist

Op
o
o9
y

- einsetzen in Gleichung rotv =0
9% —3(%) = 0 — wird identisch erfiillt
ox\ oy ) oy\ox

- einsetzen in Kontinuitdtsgleichung

v =gradp =

92 62
d'V ad(p = =0= A(/) 0
l (gl" ) a 2 8 A 2

Linien ¢ = const. heilen Potentiallinien

c. komplexes Geschwindigkeitspotential
(,,komplexwertige Funktionentheorie®)



Beispiel:
w(z) =z’
oder
w(z) =iln(z) ... wobei z =x+ yi
w(z) kann in einen Real- und einen Imaginérteil zerlegt
werden
- w@)=0y)+iy(x,y)
z. B. fiir w(z) =iln(z) > z =re”
= w=iln(z) =iln(re®) =
=iln(z) +i’® = Z® +iln(r)

Py )

wobei @ = arctan(ij;r =X’ +y’
X

Funktionen w(z) miissen analytisch sein, insbesondere
nur von z abhdngen = Bedingungen sind gekniipft an
die Funktionen ¢ und y

Beispiel, wo dies versagt:
w(z)=z=x+iy

konjugiert
1 _
x=—(z+z
2( )
= 1(2—2)
)

w(z) = %(erE) +i{é(z—f)j

—> abhidngig von z und z
Frage: welche Bedingungen miissen ¢(x,y) und w(x,y)

erfiillen, damit w(z) = ¢ +iy analytische Funktionen

darstellen?
es mul} offenbar gelten
Mo
0z

wende Kettenregel an
ow_owox  owdy
0z Ox 0z Oy oz

ferner
ow_0¢ oy
ox Ox  Ox
ow_0p Oy
o &
aufgrund 8_)_c = 1’8_)_/ — L _ einsetzen
0z 2 0z
0z ox ox)2 \ody oy)2

Real- und Imaginérteil miissen 0 sein



- trenne nach Real- und Imaginérteil
. [Op Oy | [Op Oy
Imag.teil: | ———— |+i| —+—|=0

ox 0oy oy Ox
% _oy
0 0
= * > ... Cauchy- Riemann’sche DGl
% __%
oy ox
0 0
1. DGI: 2 = v =
ox oy
2. DGI: Op_ v _
oy ox

Potential- und Stromlinienfunktion erfiillen Cauchy-
Riemann’sche DGI
= Funktion
V'(z) =@ +iy .. ist analytisch im Sinne der
Funktionentheorie
getrennt: komplexes Geschwindigkeitspotential
Grund fiir die Bezeichnung:
ow dwoz dw

—=——=—daz=x+iy

0z dzox dz
:>d—w=a—(p+ia—l//=u—iv ... konjugierte,
dz Ox Ox

komplexe Geschwindigkeit
= wenn w(z) gefunden, kann v leicht berechnet werden
Bemerkungen:
1. verschiedene Losungen (z. B. y,,y,) der LaPlace- Gleichung
Ay =0 diirfen addiert werden und bilden damit eine weitere
Losung:
A v, = 0;A v, = () _Superposition A(l//l i '//2) -0

u 4
2. da grade = ( J; grady = [ j
v u

grado-grady =0
= Strom- und Potentiallinien schneiden einander senkrecht
[Bild]
Zirkulation: weitere kinematische Grofe von Stromungsfeldern:
[Bild]
Definition:
2
r= wg{m—}
.. s
wichtige Aussage liber Stromungsfelder:
aufgrund des Stoke’schen Integralsatzes

= §vd§ - j rotvdA mit dA = iidA
C A

[Bild]



= in einem rotationsfreien (wirbelfreien)
Stromungsfeld ist IT =0 ldngs jeder geschlossenen
Kurve C

Veranderlichkeit von I
herleiten aus Impulsgleichungen

(X) e ué_u_i_va_u:_la_pi
ox Oy L Ox |0y
ov  ov 1 op|o

() o us v == — P
ox oy p Oy |0x

O Ou oOu) O Ov o0Ov
= —|u—+v—|-——|u—+v—|=0
oy\ ox oy) ox\ ox Oy
0(ou ov 0(0ou ov
Su—|———|+v—| ——— |+
ox\ 0y Ox oy\ oy Ox

ou(ou oOv) ov(ou oOv
t—| ———|——| —+—1|=0
ov\ox 0Oy) ox\ox oy

=0 =0
= (\76 otv =0, bzw. da hier stationér
~ dr
ijmﬁdA = ﬁjﬁd; =|=—=0
dt ot dt

= bei einer stationéren, reibungsfreien Stromung bleibt eine
einmal eingefiihrte Zirkulation erhalten!
[Bild]
Losungen des Cauchy- Riemann Problems (einfache Strémungsfelder)
a. parallele Stromung

gegeben sei w(z) =ae“z+b mit a,b,a € R

zerlege w(z) in Real- und Imaginirteil
mit e'“ = cosa —isina;z = x +iy

= w(z) =a(xcosa + ysina)+b+ia(ycosa—xsina) =

=Q+iy
Linien y = const. = C sind
a(ycosa—xsina)=C

C
= y= +xtana
acosa

= Geradenschar fiir verschiedene C
[Bild]

Geschwindigkeiten:
dw i . .
— =gqge'“ =agcosa—iasina =u —iv
dz
U=acosa

v=asina
Nu’ +v* = Betrag der Geschwindigkeit = a
a wird oft als U bezeichnet

Frage nach Zirkulation:
[Bild]



r= §vd§ :iﬁd§+
C 1
=0

B Sy 0
<
S
+

(I SR
5{ <
S
+

N ——
<
S
Il

=-U_I+U,l=0
= Parallelstromung ist zirkulationsfrei
b. Quell- oder Senkenstromung

gegeben sei w(z) = BlnZ mit B,a =const.e R
a

— zerlegen
w(z) = Bln(z) - Bln(a)

= w(z) = Bln[Le@j -
a

r .
=B ln[—j +i BO
a Oy
y(x.y)
P(x.)
Linien ¢ = const. sind Linien r = const. = Kreise

Linien y = const. sind gegeben durch @ = const. = Geraden
durch den Ursprung
[Bild]
Geschwindigkeit:

. B B .
=—e " =—cosO—-i—smDP=u—iv

r r r
| S — (R —

u v

::>|\7|:\/uz+v2 _5

r
Punkt » =0 (Ursprung des Koordinatensystems) — singuldrer Punkt
dort also auch keine Kontinuitdtsgleichung ansetzbar
Volumenfluf3 des Fluids aus der Quelle oder in die Senke:

Q= [vdd = T|\7|rd¢) =B-2r
0

B > 0...Quelle
B <0...Senke
0

= B ==
2

= w(z) = %lng

O ... VolumenfluB pro Einheitstiefe (in z-Richtung) des

Stromungsfeldes
Frage: Zirkulation
[Bild]



r=§vd§ :Jz'vd§+f[§d”+i\7d§+j'\7d§ -
C 1 2 3 4
=0 =0
< B *B
:_!7dr—!7dr =0

c. Potentialwirbel

gegeben sei w(z) =—iB InZ mit B,a =const.e R

a
z=re?
. r o . r
= w(z)= —zBln(—e j = BO +z(—Bln—)
a o(x,y) a
v (x,y)

Potentiallinien sind Geraden ® = const. durch den Ursprung
Stromlinien sind Kreise y = const. um den Ursprung
— Stromungsfeld

[Bild]

Geschwindigkeit:
d_w = —i£ = —iée"m = —iB(cos® —isind) =
dz z r

B . .B )
=—-smndP—-i—cos® =u—iv

r r

— | —

- B . .
v =+u® +v* === auch hier stellt der Ursprung eine
r

Singularitét dar (,, Wirbelmittelpunkt®)
Frage: Zirkulation

Kurve C ist ein Kreis um den Ursprung
27

r=§vd§= jﬁrch:B-zn
C

o T

= B= L — I ... Wirbelstirke
27

— daraus entsteht allerdings ein Widerspruch — man

mul die Singularitét aus der Integration heraushalten
[Bild]

B B
= jérdgo—férd(p =0 — richtig!
0 ¥ 0 ¥
d. Dipolstrémung
iberlagerte Felder einer Quell- und einer Senkenstromung
[Bild]
kombiniertes Stromungsfeld durch Uberlagerung

ii(z) = Q2% 0 27X
a 2 a

; Xp €R



z+X, zZ—X,
erweitern 5 — Q In a In a
2ma 2x,
a
Annéherung von Quell- und Senkenpunkt (x, = 0 und gleichzeitig
0 — )
= Produkt

0- 2x, =M ; M ... Dipolmoment
ist co-0, und kann daher endlich sein
zZ+4X,
In —In

. M o
lim W (z) = lim a a [Hopital
xo—0 27z'a 2x0

zZ—X,

a

a a
M " 1
. zZH+Xx, zZ—X
lim 0 0o _
27t %0 2 a

a

=>W(z)= 2£l ... komplexes Potential des Dipols
Tz

Zerlegung in Real- und Imaginirteil (mit z = re’”)
W(z)= Mo M o +i(—4Lsin®) =@ +i¥
2 r 2r
Potentiallinien (¢ = const.)

M
——cos®D = const.
27r

mit x = rcos®

=5 X = const.
2r(x"+y°)

hat die Form: x* + y* = 2Cx
< (x—C)* + y* = C* = Kreisgleichung
[Bild]

Stromlinien

Y= ﬂsin D = const.
2mr

mit y =rsin®

—-> ——— y = const.
27z(x2 + yz) Y

=x+(y-C)Y=C?

Geschwindigkeitsfeld
dw M 1 M
=T 2T, ¢
dz 27 z 27r
zerlegen MZ cosCD—i(— M2 sinZ(I)j
2mr 2mr

= Betrag der Geschwindigkeit



|a| 1,2 M
2w’
= Ursprung » =0 ist eine Singularitit
e. Umstromung eines Kreiszylinders
[Bild]
Anforderung:
Durch Uberlagerung von einfachen Potentialstromungen Feld
erzeugen
mit einer kreisformigen Stromlinie
mit Parallelstromung (ldngs x) in grofem Abstand
vom Ursprung
werden erfiillt durch Feld, bei dem Parallelstromung mit
Dipolstromung tiberlagert wird.
Wir iiberlagern aber zusétzlich einen Potentialwirbel
M1 —-il', z

w(z)=Cz4+——+——In—; mit C,M,I",R = const.
2rz 27 R
Aufspaltung:
w(z) = Cre™® +£e"¢ +£ln£e’¢
27r 2
& w= Cr+£ cosCD+L(D+ Cr—ﬂ sindb—LlnL
27 2z 27r 2r R

wihle Konstanten so, das eine Stromlinie kreisformig

mit 7 =R und M =27CR’

= Y ist auf dem Kreis » = R konstant und insbesondere 0
da || fiir Dipol- und Potentialwirbel — 0 fiir » — o0 = fiir 7 — o

bleibt v der Parallelstromung {ibrig
bezeichne: C=U
= Ergebnis dieser Herleitung:

als komplexes Potential flir Kreiszylinderstromung mit Wirbel

Einschub: Ausdruck Prof. Brenn

Der Tragfliigel
Die Form des Tragfliigels erzwingt zirkulationsbehaftete Umstromung
[Bild]
Anfahren:
[Bild]
Durch Hinterkantenumstrémung wird oberer Staupunkt nach hinten gesaugt
— es stellt sich stabile Stromung ein
[Bild]
= Zirkulation entsteht
laminare, reibungsbehaftete (viskose) Stromungen
Grundlage zur Beschreibung sind wieder die Erhaltungssitze der
Kontinuumsmechanik
Kontinuititsgleichung
Impulsgleichungen



Energiegleichung fiir die Unbekannten p, p,e,u,v,w

T 7. — 9 Grofen

— 15 Unbekannte mit 5 Gleichungen
— 10 weitere werden benotigt
Thermodynamik:
p=ppT)
kalorische Zustandsgleichung
e=e(p,T)=cT
— neue Unbekannte (T)
— 9 weitere notwendig
a. Boltzmann-Axiom
»Symmetrie der Schubspannungen*
b. FlieBgesetz
Schubspannungen so eingefiihrt, das sie bewegungsinduzierte
GrofBen sind, d. h., Fluid kann nur in Bewegung Schubspannungen
aufnehmen
weiterhin wurde experimentell beobachtet, das manche Fluide die
Eigenschaft haben, das

= Schubspannung hdngt mit Geschwindigkeitsgradienten zusammen
fiir die 6 verbleibenden Spannungsgrof3en wird dieser
Zusammenhang durch das Stoke’sche Reibungsgesetz beschrieben.
Dieses Reibungsgesetz liefert die folgende Form der Impulsgleichung
fiir das inkompressible Newton’sche Fluid:

2 2 2
(x){%+(\7§>¢} :_la_p+ﬁ[6 u +6 u +6 u]-l-fxB

pox plox> o oz’

... USW. ...
zusitzlich
Kontinuititsgleichung: ou + v + ow =0
ox oy Oz
= 4 Gleichungen in 4 Unbekannten
Uu,v,w, p
p = const. = bekannt
M = const. = bekannt
exakte Losung der Navier-Stokes-Gleichung fiir laminare Stromung
eine laminare Stromung = Schichtenstromung
[Bild]
obere Teilchen kollidieren nicht mit unteren

Hagen-Poiseuille (Rohrstromung)

O=unR’ = —id—pR4 : ap = const.
8u dz dz



[Bild]

. — R*
0= % ... Hagen-Poiseuille’sches Gesetz
Aufrechterhalten der Stromung bedingt Druckgefille!
— Druckverlust

a _Ap
dz L
gesucht: (nicht nur fiir laminare Stromungen)
Z—p ~ P |Ap| = l%guz; A ... Rohrwiderstandszahl od. Rohrreibzahl
Z

_A_p = _d_p = ;tlﬁLﬁ

L dz D2
_d_p:8y§t:32,§tb_l:64/iiﬁﬁz:>
dz R D pDu D 2
uDp
7,

= Re ... Reynolds-Zahl

A= o4 ... laminare Strdomung
Re

Filmstromung auf freier Oberflache
Voraussetzungen:
diinne Schichtdicken
[Bild]
inkompressibles, Newton’sches Fluid
entwickelt, 2D, kein 2—19 aufgeprigt
X
gasformige Umgebung nicht viskos
Platte undurchléssig
Kontinuitdtsgleichung

6_u+@:():v:0
ox Oy
Impulsgleichungen
2 2
(x)...ua—u+va—u=—la—p+v 6_1/2l+8_1/21 +gcosf
ox Oy p Ox ox~ Oy
2 2
(y)...u@Jrv@:la—pﬂ) 6_\21+6_\2) —gsin f
ox 0Oy poy ox~ Oy

2 2

(x)...0=,u%+pgcosﬂ = u =%+pgcosﬁ =0

(»)...0= —la—p—gsinﬁ
p oy

cosf 1
u(r) == LLSE sy a,

du

=Y

A,, A, aus Randbedingungen; u(y =0) =0;y =9,

4,=0



4:&5
U

u(y) :—pgcosﬂy(g_lj —>0="?
Y7, 2

0=[utyis =%Sﬂb [ (ya—%jdy

_ pgcosﬂb53 N

Y7, 2 O0 3u

. 1
R
pq cos b
Charakterisierung von Stromungen
— Reynolds’sche Zahl (Osborne Reynolds, 1883)
Unterschiede in Stromungen:

Charakterisierung durch dimensionslose Kennzahl (Re)

Herleitung durch entdimensionieren der Navier-Stoke’schen Gleichungen:
8‘_; — |- 1 — B
—+WVp =——Vp+0Av+
Ot ( )v P P /

charakteristische Geschwindigkeit: U — v = Uy
charakteristische Linge: L — ¥ = LX ;x=Lx ;y =Ly

)
=pgcosﬂb[5y_2_y_3}

L .
[=—t
U
p=pV’p
——
Vel
L

et — WV = ——pU’ — +— AV
Lot L ( )V pp L P

881; +(‘7*§*);* =_§*p*+(ij Q‘L

Zihigkeits—
Druck—
Trégheitskrifte k,»’;‘;ice \_“r_dkmjte
Re
UL UL
Re=—=—+
v M
1%
\7*( F = 0) =0
z.B.:RB: | Y .
Vi(y >x0)=1

2 Felder, geometrisch dhnlich

in beiden Feldern stimmen Werte von Re iiberein = beide Felder

beschrieben durch idente, dimensionslose RB — mathematisch ident
Umstromung einer Kugel

[Bild]

D
Re, _Ub =Re, =
b v,

Rohrstrémung



[Bild]
Forderungen:

ﬂmzl—)ﬁ:ﬁaRezRem
Re,, Re

—*

|v
\%

= E| =0(1) ... GroBenordnung(1) (=<10%)

wenn |\7| nicht all zu stark von U abweicht

- Tragheitskrafte: O(1)
Druckkrifte: O(1)
Zahigkeitskréfte: O(1)
Lo b, Zahigkeit dominiert
Re UL Re

<<— Tréagheitskrafte dominieren

-0 Trégheitskréfte vernachldssigen —
schleichende Stromung
< Tréagheit vorhanden
keine wahrnehmbaren Querbewegungen
— laminare Stromungen (exakte
Losung moglich
Re = ub <2300 — Rohr- (laminare)
v
Strémung — nicht stabil
steigt Stromung schldgt um in turbulente
Stromung (exakte Losung nicht
moglich)
— Zidhigkeitskraft vernachléssigbar,
reibungsfreie Stromung als Grenzfall
oo Trdgheitskrdfte
Zihigkeitskrdfte

technische Anwendung laminarer Stroémung
das ebene Gleitlager
Strémungen in solchen Lagern von Maschinen sind Strémungen bei kleinen
Reynolds-Zahlen!
— darf als laminar behandelt werden
[Bild]
Geometrie: @ <<1
Stromung: stationdr, 2- dimensional
Fluid: inkompressibel, Newton’sch
Unterschied ,z. B., zur Couette- Stromung;:
— obere Wand geneigt

h=h(x)=> ou # 0 — keine entwickelte Strémung

Berechnung des Stromungsfeldes:

Konti: 6—”—1-@ =0

ox Oy



ou Ou 1 op o’'u  0'u
x-Impuls: 4u—+v—=-———"+0| —5+—
ox Oy P Ox ox~ Oy
ov  Ov 1 op o’v oy
y-Impuls: 4—+v—=-——"—+0| —+—
ox oy p oy ox” Oy

Vorgehen zur Vereinfachung der Gleichung:
vernachléssige kleine Terme — dimensionslose Formulierung

— Léngenskalen:
x—>L
y — h (z. B. am Eintritt x=0)

typische Geschwindigkeit:

x: >U

y: —>7?
A L
L h U V,ef

Konti.- Gleichung:
ou" 1% vV, _0

Tt =
ox L oy h
Forderung:
814* Gv* ~0
ox Oy
' L
Impulsgleichungen
dafiir Referenzdruck
o P
P ref

2 * 2 * * 2* 2*
vt Lo U Lou__op p,e,w(gau U@uJ

— * * 2 52 +—_2 %2
L oy ox pL L ox h” oy

* * * —\2 2 % 2 *
) 8u* oy ﬁu* __ap* pref2+UL2U_L2 h)o L:z +6 1/:2
ox oy ox pU U~ h

. ul
mit Re=—=
v

* * * 2 —\2 2 % 2 *
L +L(£j Blox o
Oox oy ox pU”~ Rel\h L) ox oy

definiere reduzierte Re- Zahl

2
Re'= Re(%j <«<1l,da h<<L

= Ziahigkeitskrifte dominieren iiber Trigheitskréfte
nY ou’ ou’

ferner: in [ ] 1st [—] —<<——
L) ox oy




= vereinfachter x- Impuls:

@ b (L)
o' pU* Re\h) &
bzw. dimensionsbehaftet

op L v (LI@E op o’u

ox pU*  ul
ebenso fiir y- Impuls
auch hier ist der Tragheitseinfluss gering
— vereinfachte Form

op’ Py _ 1 o'
' pU*  Repy”
iiber Re alleine Aussage liber Gréf3enordnung
— suche Aussage tiber Druck- und viskose Krifte
anhand des x- Impulses:
da Beschleunigung (li. Seite) vernachlédssigt = Druck und
viskose Krifte im Gleichgewicht
2
L,
ox oy
dimensionslose Formulierung
P Py _ U 0w
ax* L _IUEZ ay*z
dimensionslose Ableitungen
=0()

h

2 < 2
oy- U ox oy

L
= prefﬂU?
— in y- Impuls

* —\2 2 * -
@—{ﬁJav-»omp%ao

6y* B L 6);*2
= p praktisch unabhédngig von y in sehr engen Spalten

= aus vereinfachtem x- Impuls

(2% )

ox dx
d, o’u
dx oy
Integration

y=0u=U
y=h(x);u=0

RB: = C,(x)=U+ f(x)

U 1 4
= G (x) =~ =<2 h(x)
h(x) 2udx

u(x,y)=U jp—_— _Ldphx)° v -2
’ X 2udx 2 h(x) h(x)



Druckerverteilung im Lager bestimmen:
mit Hilfe des Volumenstroms O durch das Lager (pro

Einheitslidnge)
h
Qz.[udy dazu
0
n=—2—=dy=h(x)dn
h(x)
dp 31 2
= Uh 1- ———h -
0= (x)j( = {(77 7 M
%/_J
) )%
=U—h— ! d—ph3=const
2 12udx

— mit O = const.

dp _ U 9
o 2K (2h(x)2 h(x)JI dx

h(x) j

h()

= p(x = 0); Q0 noch unbekannt
bestimmen mit 2 RB

= p(v)-p, =12 (

p(x=L)=p,
Lo j h(x)
ek

turbulente Stromungen
Instabilitdt fiihrt zu Umschlag laminar- turbulent
Beispiel: Reynolds’scher Farbfadenversuch
[Bild]
Re,,;, =2300 fiir Rohrstromung

Vermischung durch starke Schwankbewegungen quer zur
Hauptstromungsrichtung = Widerstand der Rohrstromung ist gegeniiber
laminarem Fall erhoht
zur Beschreibung turbulenter Strémungen
Reynolds’sche Gleichungen
Idee: beschreibe turbulente Stromungsgroen durch (Reynolds-)
Zerlegung in:
zeitlichen Mittelwert

Schwankungsgrofie
zB: u= u + u
o o
Mittelwert ~ Schwankung
u=u(x,t)
u=u(x,t)



[Bild]
Messdaten von einem Ort im Stromungsfeld
Mittelwert u :

to+T to+T

i = m% [udt = }iig% (it +u')dt =

fy 0}
to+T
=lim— |u'dt+u
T—w T
fy
to+T

= u'=lim— |u'dt=0

T—x© T "
= Zeitmittel der Schwankungsgrofle = 0
ebenso:
v=v+V'

w=w+w' Reynolds- Zerlegung
p=p+p
Rechenregeln fiir Mittelung:
fiir Funktionen f und g

fo=r
[

2— fache

Anwendung

aber! f-g#f-g !
einfithren der Reynolds- Zerlegung in Erhaltungsgleichungen
dabei behandeln wir Newton’sche, inkompressible Fluide
Konti: 6_u+@+@ =0
ox oy Oz
ou ou' ov o ow ow
—t—t—+—+—+—=
ox Ox 0Oy Oy 0z Oz
Gleichung mitteln
ou ov ow
—t—+—=
ox Oy 0Oz
folgt aus der ersten Formulierung bereits
in die 2. Formulierung ergibt

0

0

ou' ov' ow
—+—+—=0
ox Oy Oz
Impulsgleichungen:
ou Ou Ou ou 1 op
XeootuU—+v—+w—=———"—+VAu

w e
ot ox 0Oy 0z p Ox
erweitere mit



o ot o
—[(1,7+u')(W+ w')] _ @—lai—UAu + VAU
ox p Ox
Zeitmittelung der gesamten Gleichung

bedenke dabei

A _ 0.9

ot ot
und z. B.:

6 YLl bl

—uu ——(u +u )=0

Ox X

+ +
ox ox Oy oy

oz oz p Ox
= Erweiterung riickgéingig machen
ouw _ou _omw lop
U—+V—+W—=———"—+ VAU —
ox oy 0z p Ox

it 0wy ouww
ox oy 0z

zusdtzliche _ Spannungen _inertialer
Natur _addieren _sich _zu _viskosen
Spannungen

Vergleich mit bekannter Impulsgleichung:
Ou Ou  Ou lop 107, 107,
+ = =

U—+Vv—+w—=———
ox Oy 0z pox p Oy p Oz
— ' azu [P
= z.B.r, .=t + 7. =u_—-—pu'u
—~ ox

die anderen Spannungskomponenten entsprechend
= gesamter Gleichungssatz

Konti
Impuls (wobei y- und z- analog zur x-Richtung)

zusétzliche Spannungen

2Bt '=—pu'u
und 5 weitere Spannungen heiflen ,Reynolds-
Spannungen’

Gleichungssatz: Reynolds gemittelte Navier- Stokes-
Gleichungen (Reynolds averaged Navier- Stokes-
equations - RANS)



Reynolds’sche Spannungen sind zusétzliche Unbekannte =
Gleichungssatz nicht geschlossen = SchlieBproblem
Turbulenzmodellierung zur Beschreibung der Reynolds-
Spannungen durch Herstellung einer Verbindung zwischen
Schwankungsbewegungen und gemitteltem Stromungsfeld.
Modellierung der turbulenten Spannungen
Der Prandtl’sche Mischungsweg Ansatz

Vorstellung: Turbulenzballen sind unter anderem quer zur
Hauptstromung bewegt und tauschen Impuls aus

Ausgangspunkt fiir Beschreibung von 7, im ebenen Stromungsfeld

Annahme: es gibt Zusammenhang zwischen Schwankungsgrofen und
dem mittleren Stromungsfeld
Postulat: (Boussinesq)

7,'= pgg—u; mit & ... ,Wirbelviskositit’ (eddy viscosity)
y

— keine Fluideigenschaft, sondern Stromungseigenschaft; im
Allgemeinen abhidngig vom Stromungszustand und vom Ort
im Stromungsfeld — schlecht
Prandtl’sche Idee:
modelliere ¢ iiber Mischungsweg
[Bild]
Unterschied in Geschwindigkeit u:
vy y-—I

5 y(—l)+..}

Au, = T(y)— 2 (y —1) = i (y) - [ﬁ(y) L

analog: y <& y+/
_ _ du _ du
Auy =u(y+)—u(y)=1—=u|=1--
dy dy
mit / ... Mischungsweg der Turbulenzballen
y- Richtung (v’)
gemil folgender Vorstellung:
1. Fall
[Bild]
oberer Ballen gelangt zuerst am Level y an; dann unterer
Ballen = Ballen driften auseinander — Liicke wird
durch y- Bewegung gefiillt
2. Fall
[Bild]
Kollision — Ausweichbewegung in y- Richtung entsteht
in beiden Fillen entsteht Geschwindigkeitsschwankung von u
man nimmt daher an, das
du

V|~ [w], also p|=C &

C, = const.



weil Ballen mit groBerem # mit v < 0 bewegt ist, aber in x-
Richtung beschleunigt, und Ballen mit kleinerem # sich mit
v >0 bewegt und in x- Richtung ,bremst’

selze

=u"V =—C|u||v|:>uv =-CC,l (duj
dy

bzw., da [ noch unbestimmt
C,,C, in [* hineinpacken

(%)
=>7,'=pl 7
'y

. . ., du
damit Vorzeichenwechsel von 7' und somit —

dy
. o|du | du
=>7.)'=pl"|——
’ dy| dy
Vergleich mit Boussinesq
& =P1%| 5 reine Ortsfunktion
dy
Berechnung des wandnahen Geschwindigkeitsprofiles
Ausgangspunkt
T
Ty _ (U e »|du Jdu
p dy|)dy

Prandtl- Annahme
7., = const. in y- Richtung und insbesondere

=7

=7
W lconst.

dimensionslos machen mit typischen GroRen

gt
u
u, = Do Schubspannungsgeschwindigkeit
yo,
= nr g _(1 e du+ Jdu+
v dy
betrachte nur du+ >0
dy
16se auf nach —
dy

_ di ] ( 1 ]Z ]
= 2 + 2 +_2
dy o 20 I*

formuliere um



du” 2
LS WOV
y+
2
Su'= | ———dy”
yJ'_o1+\/1+4l+
Prandtl- Ansatz
l+ — Ker
Integral 16sen
1. sehr randnahe Schichten, y* klein

dy

= ul" <<1
y+

=u = J‘a’y+ =y >u =y
0

praktisch giiltig bei y* <5
viskose Unterschicht
2. y" nicht klein (>26)

1 << 41" und auch

1<< 21"
:>u+:_[ll+a?y*:j2j+ =

:llny++ B

K Integrationskons tan te
xk=0,41

aus Experimenten
B=5,0

u = lln vy +B ...log. Wandgesetz
K

fiir y© > 26 — Gebiet entwickelter Turbulenz

exakte Losung der Navier- Stokes- Gleichung
a. ebene Druck- Schlepp- Stromung
[Bild]
Strémung eines inkompressiblen, Newton’schen Fluids, angetrieben durch
Druckgefille und bewegte obere Platte.
Beschreibung durch Grundgleichungen:

Konti: 8_u+@=0
ox 0oy
2 2
Impuls: X ... a—u+ua—u+v8—u:—la—pﬂ) 8_L2t+8_L2¢ +fF
ot ox Oy p Ox ox~ Oy
2 2
Yo @+u@+v@:—la—p v 6—‘2}+—6‘2} +f)
o Ox Oy p Oy ox~ Oy

Annahme:
Strdmung stationir
Stromung sei entwickelt (Ableitung in Stromungsrichtung der
Geschwindigkeit = 0)



[Bild]

Wiinde fiir Fluid undurchlissig
vernachldssige Massenkrifte
= vereinfachte Gleichungen

Konti: ﬂ= 0
dy
Impuls:
du 1 op d’u
X Vo =———— 4+ D——
dy pox dy
2
yoydo Ly

Voo = 2
dy  pdy dy

da Winde undurchléssig — 4 —>v=0
y

dv
-0
da dy — v =0 im gesamten Stromungsfeld
v# f(y)
= vereinfachte Impulsgleichungen
2
- 1o, ,du
p Ox dy
0=—1P
p Oy

aus y- Impulsgleichung: p # f(»)
aus x- Impulsgleichung:

2
da u # f(x) (entwickelte Stromung) — auch Z’ L; % f(x)
'y
— auch 6—p;«r&f(x)—>6—p=d—p=c0nst. —
ox ox dx

es bleibt zu 10sen:
du_ldp ~_p
dy* udx’ p
\ﬁ/—_J

=const.

. . du 1dp
— integrieren > —=——y+C, —
dy udx
1d
u(y)=—""y +Cy+C,
M odx
Konstanten aus RB bestimmen
C, =0
u=0 bei y= 0 N 2 1 d U
u=U  y=h  C=-Ph+=
2u dx h

= Geschwindigkeitsprofil

1 d ’
() =UL_ L z{z)
h 2ude h \h
Spezialfall:
Stromung ohne Druckgradient



d _,
dx

=u(y)=U % ... Couette- Stromung

[Bild]
Strémung ohne Plattenbewegung

= u(y) = _2Ld_ph2 Z(I_Z)

pudx,  h h
<0
[Bild]
allgemein: Druck- Schlepp- Stromung

[Bild]
b. Hagen- Poiseulle- Rohrstromung
Stromung eines inkompressiblen, Newton’schen Fluids durch ein gerades,
zylindrisches Rohr mit Kreisquerschnitt
Anordnung:
[Bild]
Rohr unendlich lang; keine Einlaufeffekte
Stromung stationér und rotationssymmetrisch
Grundgleichungen in Zylinderkoordinaten entsteht durch
Koordinatentransformation
Konti: li(rvr) Qu_ =0
ror 0z

Impuls:

X ... v,av’+u%: 16p+ﬂ ( j 17
or 0z por plor r&r

y...vra—u+uau l&_p_'_,u lg(rﬁ_uj 8_ +f7
or oz poz plpor\ or) oz

Annahmen:
Stromung entwickelt
Wiénde undurchlissig
Massenkréfte vernachléssigt
Konti: rv, = const.

insbesondere erL:R =0 — v =0 fiir gesamtes Stromungsfeld

Impuls:

y...O=——a—p—>p¢f(r)
p or
2
Z... Oz—ld—p+ﬁ li[rd—u) _)ld_p:l@+d_z[
pdz p|lrdr\ dr udz rdr dr

weil u;tf(z):f;—p;tf(z)% da auch pif(r):j—p:const.
z z

Losung der DGI fiir u(r)



jl fi]z) dr( }“’

L dp 2
2,u dz
Ld_PHQ:@U
2u dz ro o dr
1 dp 2

(l)__ydz

Konstanten aus RB
beir=R—>u=0

+C, —r—|r—)
dr

+C/Inr+C,

Regularitit » = O:Z—u: 0=C =0
r

RB bei » =R ergibt C, =————R’

= Geschwindigkeitsprofil

2
u(ry=- ! dpR 1- (rj — parabolisch
4u dz R

zum Volumenstrom dquivalente Geschwindigkeit

u= u(r)2mdr =...= ———R
0 8/,[ dz
da Umax = u(}" = 0) = _Ld_pRz 7= Umax
4u dz 2
[Bild]
O=unR?=-" dp pa
8u dz
Turbulenzmodellierung

Prandtl’scher Mischungsweg- Ansatz: begrenzt auf gro3e Re- Zahlen
Allgemeines zur Modellierung turbulenter Stromungen:
2 Klassen von Modellen:
1. Wirbelviskositdtsmodelle
Nullgleichungsmodelle
keine zusitzliche DGI
Eingleichungsmodelle
eine zusétzliche DGI zur Bestimmung der Unbekannten
Zweigleichungsmodelle
zweil zusitzliche DGI, z. B. «, & - Modell: 16st
Transportgleichungen fiir turbulente kinetische (x )
Energie und Dissipationsenergie (&)
2. Reynolds- Spannungs- Modelle (RSM)
Berechnung turbulenter Rohrstromungen mit der erweiterten Bernoulli- Gleichung
[Bild]
a. Betrachtungen zur Schubspannung aus Navier- Stokes- Gleichungen
z- Impuls: fiir stationdre, entwickelte, rotationssymmetrische

Stromung eines inkompressiblen Fluids

0= —d—p—i-li(rrrz): rd—p :di(rrrz):
r

dz rdr dz



Ld—p g — C=0 da r_ beschrinkt bei r=0

Trz
2dz r

Trz = ﬁd_p
2 dz
Verlauf der Schubspannung
[Bild]
2-rz = vtvkm +TturbA vtvkov + p u r- u z
Wandschubspannung sehr wichtig
r.(r=Ry=z, =R LDl
2d: 2 L
Achtung! In der Regel 7, =|7_(r =
r = R K p—p,
2 L

b. Geschwindigkeitsprofil
bei laminarer Stromung (Hagen- Poiseulle- Stromung)
ur) H
U,.. R
turbulente Stromung: logarithmisches Wandgesetz
Nikaredse hat herausgefunden, das das logarithmische Wandgesetz bis

an die Rohrachse die Profile gut wiedergibt.
Geschwindigkeitsprofil darstellbar als

L1 . k=041 | .
u =—Iny " +p4; ; v ... dimloser Wandabstand
K p=5
fiir die Position auf der Rohrachse
u' :llnR+ +f6; R = Ru,
K v
Subtraktion
U —tt() 1, R _1, R
u, K y K R-r
u(r) 1 1 lln R
Umax UT‘:’I&X K R - r
[Bild]
Turbulente Stromungen haben vollere Geschwindigkeitsprofile als
laminare!
Berechnen der volumenstroméquivalenten Geschwindigkeit u

R—r

. u
mit u(r)=U_, +—In
K

R R
unR® = IZﬂTdrﬁ(r) =>u= %J‘u(r)rdr
0 0

=R-r

Substitution:
dr=—dn



0
7=U,, —2 [ ®R-n)nLan=v,, ~375u
Rk ‘.
U —u 375
- 7
Uns  “InR*+ 4
K

z.B. R" =1000 — Y =8 _ 0,168 — Maximalwert von ()

unterscheidet sich nur geringfiigig = Profil durch # gut
wiedergegeben

[Bild]
dieser Ansatz fulit auf dem logarithmischen Wandgesetz, daher nur giiltig
fiir sehr groBBe Reynolds- Zahlen

= Jn
empirisch fand man: uy) = (%j
gibt Profile auch fiir nicht so grole Re- Zahlen wieder. Dann ist aber
n= f(Re)
Re | 4000 | 2,3x10* | 1,1x10° | 2x10° | 3,2x10°
n 6 0,6 7 10 10
% 0,791 0,807 0,817| 0,865 0,865
. . u 2n’
wobei analytisch: = (aus Profil)
e (122 +1)
[Bild]

In weiten Re- Zahlenbereichen wird dieses Profil gut wiedergegeben
durch n=7 — ,,1/7- Potenzgesetz*

c. Berechnung des Widerstandsverhaltens
ausgehend von der Energiegleichung (stationir; e=const.)

)

pif* =5V )p +
2(urxx +VT +WT, )+
Ox

5(u T, tVT, twr, )+
%(urn +vr,, + wrzz)
Annahme: [ = —V(gz) und bezeichne

.0 y-9 -2
Guistos =7 () ay(---) o )



—2

(ﬁ@(p+p‘)
d(

—| p+—+ pgz
dt(p 2 pg]

=2

(pwg +ng]

+ ng] = _q‘viskos =

2

ldngs
[ -
Teilchenbahn

1
=2

2
+ J.q‘viskosdt = (p + p; + ng]
1

2 1

2
Term I d,...dt stellt Verluste dar (Unterschied zur reibungsfreien
1
Bernoulli- Gleichung)
Beispiel: Hagen- Poiseulle- Stromung
[Bild]
u, =u, fur alle r; keine Unterschiede in der potentiellen
Energie

2
- p2 - pl = _Iq.viskosdt
1

wir hatten gesehen, das
Pr— P :_d_p:ﬂlﬁﬁz

L dz D2
2
. _Lp_,
_).[qviskasdt Bzu s
1 —
5

¢ ... Verlustkoeffizient ( aus Tabellen, z. B. Idelchik,

Handbook of hydraulic resistance)
Idee: bei turbulenter Stromung genau so machen

2
. _ P2 _
- quiskosdt - éjzu - &
1 Druckverlust

— erweiterte Bernoulli- Gleichung
=2 —2

p+ 2% 4 ooz | +ELu =| p+ 2t paz
2 .72 2 1

Abhingigkeit des Verlustdruckes von u
fiir laminare Stromungen

Y
D ReD
o ) 64 L P —2
=C—U =——-——-1U
P = Re D2
= 32“;L u — Abhéngigkeit linear
D

fiir turbulente Stromung
aus Experimenten bekannt, das p, ~u”, weil A iiber

weite Re- Zahlenbereiche konstant
ferner kann 7, ermittelt werden durch

2' :£P1_P2 25/11—2_1 )

ut == pi

"o L 27D 8



Widerstand von Rohrstromungen ist charakterisiert durch die
Rohrreibungszahl A (& = /1% )

Abhingigkeit von A
Rohrwandung ist in Wechselwirkung mit dem Fluid.
Widerstand ist bestimmt
durch den Stromungszustand (Re- Zahl)
durch die Rauhigkeit der Rohrwand
[Bild]
u, charakterisiert die Rauhigkeit —
»aquivalente Sandrauhigkeit” =

u
A=A(Re,—~
(Re,—)

aullerdem durch Stromungsform
laminar: kein Rauhigkeitseinfluss
Widerstandsgesetz
A =ﬁ;Re :Q; giiltig fir
Re v
Re<2300
turbulent: Rauhigkeit kann Einfluss haben
man unterscheidet:
glatte Rohre: Rauhigkeit sehr

o uu
gering, insbesondere —— << 5
v

Blasius: Widerstandsgesetz
A=03164Re™" gilt fiir Re <10’
%
fiir Re >10° : Prandtl’sches Widerstandsgesetz (aus log.
Wandgesetz)

L 2 log(Re \/Z)— 0,8

Ji

Druckverlust proportional zu u

rauhe Rohre
0<ite <5
v
Rauhigkeit liegt in der laminaren Unterschicht
Impulstransport aus turbulentem Bereich zu Wand nicht
beeinfluit — ,hydraulisch glatte Rohre*
<26

usuf

5<
v

Ubergangsbereich von u_ !
Beeinflussung des Widerstandes durch u_ ist vorhanden
(Rauhigkeitselemente vergroBBern Impulstransport)

> 26

uSuT

v
vollkommen rauhe Rohre; alle Rauhigkeitselemente
ragen aus der laminaren Unterschicht heraus —
Vergroflerung des Widerstandes



Formwiderstand: 1 = A(u, /D)

Widerstandsgesetz von Karman

1 u
—=1,74-2log—~
gR

Ji

weitest giiltiges Widerstandsgesetz (Colebrook & White)

L =1,74 - 210g(£ + 18—’7] — gilt von ,,hydraulisch
R Reya

Vi

glatt® bis ,,vollkommen rauh*

Strémung durch Diffusoren
Zweck: Druckriickgewinn oder Stromungsverlangsamung —
Querschnittserweiterung
[Bild]
Stromung ist verlustbehaftet durch Ablosung
ein MaB fiir einen Widerstandskoeffizienten & ist hier der Diffusorwirkungsgrad 7

_ (p2 _pl)real

(pZ - pl )ideal
idealer Fall (ohne Verluste)

P +§”12 =P +§“22

Konti: u, 4, =u, 4,

2
Yo, A
_>(p2 _pl)ideal _Eulzll—i-(/l_;J }

2
yo, A
- (pZ _pl)real = nzulzlltA_lj }

erweiterte Bernoulli- Gleichung besagt
2 2

D, +§u§ +§Dpu71 =p, +,0u7l ... real

2
ép= (177){1(%) ]
n aus Tabellen; am hochsten bei 5° <6 <10°
Grenzschichten
[Bild]
Fluid wird von U auf 0 bei Annéherung an die Kanten verzogert
[Bild]
betrachte Stromung mit sehr groBen Re- Zahlen
Trégheitskrdfte
Zihigkeitskrdfte
Potentialstromung
_ul
v
Geschwindigkeit in Wandnéhe klein, Geschwindigkeitsgradienten aber grof3
— viskose Krifte haben dort Bedeutung
Modellvorstellung

da Re= = ZihigkeitseinfluB3 offenbar gering —

Re



In einer diinnen Schicht lings der Korperkanten sind die Zahigkeitskrifte
bedeutend — diese Schicht wird Grenzschicht genannt. Auflerhalb der
Grenzschicht herrscht Potentialstromung.

1. Grenzschichtgleichung fiir ebene Schichtenstromung
ausgehend von den Navier- Stokes- Gleichungen fiir ein Newton’sches,
inkompressibles Medium

Konti: 6_u+@ =0

ox Oy
Impuls:
ou Ou Ou 1 op o'u  0’u
Xo —FU—F+V——=————F U — +—
ox~ Oy
ov.  oOv 0ov 1 op o*v 0%
Yoo —tU—+V—=————t V| 5+
o ox 0oy p Oy ox~ Oy
vereinfachen der Gleichungen durch Gréfenordnungsbetrachtung
Annahme: Dicke der Grenzschicht 6 << L

o
—=¢g<xl
L

Allgemeines zu Grofenordnungen
a. Begriff der Grof3enordnung
Aussage zu ,,Kleinheit™ oder ,,GroBe* nur sinnvoll relativ zu
einer BezugsgrofBe
— Gleichungssystem mit Bezugsgroflen dimensionslos
machen
definiere dazu:
x*=£;y*=l;p*= pz;t*—tU“’;u*— u - v
L L pU: L U, U,
GroBenordnung einer Variablen ist Faktor, um den die
Variable von der Bezugsgrofle abweichen kann
betrachte damit Stromung an einer ebenen Platte

[Bild]

x<L—ox = % ~O(l) ...  groBte mogliche

Ordnung im Stromungsfeld

sy oy o ;
——>==0(1);—=0()>y ~0O
T ()L (&)—>y (&)

_y_y
YIS
* u
u =—~=0(1
U (1)

ou' Al O(l)
o’ A O()
b. Addition und Multiplikation von GroBBenordnungen
bei Addition mehrerer (aber nicht beliebig vieler) Summanden
ist die Summe von der Gréf3enordnung des grof3ten Terms
bei Multiplikation hat das Produkt die Ordnung des Produktes
der GroB3enordnungen
z.B.: O(1)-0(e)=0(¢)
c. GroBenordnungen in Gleichungen

~O(1)




In Gleichungen miissen Groenordnungen auf beiden Seiten
des Gleichheitszeichens gleich grof} sein
In einzelnen Termen kann nicht eine die andere
GroBenordnung tibertreffen.

ov 0

- =

*

ou
—+
ox Oy

wir wissen das 8u* ~ O(1) somit 8\/* ~0(1) da
ox oy

Y 20(e)=> Ay =0(g)= Av' = O(¢)
= Av" klein in der Grenzschicht, ebenso v°

dimensionsloser x- Impuls:
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hat in einer instationdren Stromung die gleiche Bedeutung wie
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konvektive Terme —> gl:* ~O(1)

*

Zz — . Gleichungen gelten auch fiir den Rand der Grenzschicht, dort ist
kein Reibungseinflul mehr zu erwarten — Druckterm hélt der
Beschleunigung das Gleichgewicht = 21; * ~0(1)
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da diese Gleichung erfiillbar sein muf3, muf3 gefordert werden
1 0%’

Re 8);*2
groBBer Re- Zahlen

~0() = RL ~ O(&*) > paBt zu Vorraussetzung
e



da €= 2 folgt o = 1 = grofle Re- Zahlen bedeuten wirklich
L L +Re

diinne Grenzschichten
dimensionsloser y- Impuls

o' Lo Lo K op- 1|0 N o

6*+u6*+va*: 8* R_ 2 )
t X Y y €| Ox 6‘y
—— | 2L

O(¢) 0(¢) 0(2) 5 o)\ 0(e) 0(/¢)
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fiihrende Ordnung ist € = auch der Druckterm gp -~ 0(¢), da sonst
y

Gleichung nicht erfiillbar
= Druckgradient normal zur Wand, klein von O(¢)

= ndherungsweise zu null gesetzt
Prandtl’sche Grenzschichtgleichungen
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Druck in der Grenzschicht ist mit y unveridnderlich — hat den Wert am Rand
der Grenzschicht — ist durch Potentialstromung aufgepragt
gehorcht der Gleichung (stationdrer Fall)
ydu__Ldp
dx p dx

bei ebener Platte: u(x)=U_ = Z—p =0
X



