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Kapitel 1

Gruppen

1.1 Der Satz von Cayley

Definition Fine Halbgruppe ist eine Menge S, auf der eine zweistellige asso-
ziative Operation - erkldrt ist. Fine Halbgruppe ist also ein Paar

(Sa : )7
wobei die Operation - : S x S — S dem Assoziativgesetz
(z-y)z=2z-(y-2)

gentgt.
BEISPIELE:

e Die Menge ¥ X aller Abbildungen einer Menge X in sich ist, mit der
Komposition als Operation, eine Halbgruppe.

e Die Menge A* aller Worter iiber einem Alphabet A ist mit der Verkettung
als Operation eine Halbgruppe.

Definition FEine Halbgruppe S heifit abelscHS, oder kommutativ, wenn
s-t=t-s

fiir alle s,t € S.

BEISPIEL:
Die natiirlichen Zahlen N mit der Addition sind eine abelsche Halbgruppe.

Die Operation einer Halbgruppe nennt man im allgemeinen Multiplikation.
Im abelschen Fall haufig auch Addition, wo man dann s + ¢ statt s - ¢ schreibt.

INiels Hendrik Abel (1802-1829)



Definition FEin FElement e einer Halbgruppe S heifit linksneutral, wenn

fiir alle s € S. Wenn

fir alle s, heifit f rechtsneutral.

Lemma 1.1.1 Wenn eine Halbgruppe S ein linksneutrales Element e und ein
rechtsneutrales f hat, stimmen e und f iberein. Man nennt e = f (das) neutrale
Element von S.

BEWEIS :

e=ec-f=1f

d

In multiplikativ geschrieben Halbgruppen nennt man das neutrale Element 1
(falls vorhanden) Einselement. In additiv geschriebenen (abelschen) Halbgrup-
pen heifst das neutrale Element 0 die Null.

In ¥ X ist die Identitit idx das neutrale Element, in A* das leere Wort und
in (N, +) die Null.

Sei nun S eine Halbgruppe mit Einselement 1. (Man nennt solche Halbgrup-
pen auch Monoide.) Wenn
s-t=1,

nennen wir s Linksinverses von t und ¢t Rechtsinverses von s.

Lemma 1.1.2 Sei S eine Halbgruppe mit Einselement 1. Wenn s ein Linksin-
verses s' und ein Rechtsinverses s"hat, stimmen s' und s" iberein. Man nennt
s' = s" das Inverse von s.

BEWEIS :

a

In multiplikativen Halbgruppen schreibt man s—' fiir das Inverse von s, in
additiv geschriebenen (abelschen) Halbgruppen schreibt man —s.

Definition Fine Gruppe G ist eine Halbgruppe mit neutralem Element, in der
jedes Element ein Inverses hat.

BEISPIEL:

Die Menge Sym(X) aller Permutationen von X ist eine Gruppe, die symme-
trische Gruppe von X. Allgemein gilt: Die Menge der invertierbaren Elemente
eines Monoids ist eine Gruppe.

BEISPIEL:
Die ganzen Zahlen Z mit der Addition bilden ein Gruppe.



Satz 1.1.3 FEine Halbgruppe G ist genau dann eine Gruppe, wenn es ein links-
neutrales Element e gibt, fiir das jedes Element g € G ein Linksinverses hat,
das heif$t, eine Losung der Gleichung x - g = e.

BEWEIS :
Sei g ein beliebiges Element, ¢’ ein Linksinverses von g und ¢g” ein Linksinverses
von ¢'. Aus

" ! " !

9-9=e-g-9=""9)99=9"(99-9=9"eg=g"9g=e
liest man ab, dak ¢’ auch Rechtsinverses von g ist. Die Gleichung
ge=g-(g-9)=(9)g=eg=g

zeigt, dafl e auch rechtsneutral ist. O

Definition Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe U von G ist eine unter der
Gruppenoperation abgeschlossene Teilmenge von G, die (mit der eingeschrank-
ten Operation) eine Gruppe ist.

Notation U <G

Weil ff = f = f = 1, muft das Einselement einer Untergruppe das Eins-
element von G sein. Eine Teilmenge U von G ist also genau dann Untergruppe,
wenn U das Einselement enthélt und abgeschlossen ist unter Multiplikation und
Inversenbildung.

Definition Zwei Gruppen G und H sind isomorph
G=H,

wenn es einen Isomorphismus f : G — H zwischen G und H gibt. Dabei heiffit
eine Bijektion f Isomorphismus, wenn

(1.1) fla-y) = flx)- Fly)

fiir alle x,y € G.

Eine Bijektion f ist Isomorphismus, wenn sie die Gruppenoperation von G
in die Gruppenoperation von H iiberfiihrt, wenn also

z-y=z f(z) f(y) = f(2)

fiir alle z,y, z € G. Man rechnet leicht nach, dak 2 eine Aquivalenzrelation ist.

Satz 1.1.4 (Cayleym) Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer
symmetrischen Gruppe.

2 Arthur Cayley (1821-1895)



BEWEIS :
Sei g ein Element von G und

Ag : G =G
definiert durch A;(z) = g-x, die Linksmultiplikation mit g. Die durch A(g) = A,
definierte Abbildung
A:G -G
ist injektiv, weil A;(1) = g. Aufierdem gilt
A(gh) = A(g) o A(h).

Denn
Agn(®) =(g9-h) =g Ip(x) = Ag(An()) = (Ag 0 Ap) ().

Die Menge U = A(G) der Linksmultiplikationen enthélt das Einselement A; von
@@ und ist abgeschlossen unter o. Weil Ag-1 invers zu A, ist, sind die Linksmul-
tiplikationen Permutationen von G; U ist also Untergruppe von Sym(G). Jetzt
ist klar, dafs A ein Isomorphismus zwischen G und U ist. |



1.2 Untergruppen

Sei U eine Untergruppe von G. Die Linksnebenklasséd eines Gruppenelements g
ist
Ug={ug|ueU}.

Lemma 1.2_.1 Die Linksnebenklassen von U bilden eine Partition von G. Die
zugehorige Aquivalenzrelation ist

Ug=Uh<=gh™' €U

BEWEIS :

Wenn Ug und Uh nicht leeren Schnitt haben, ist ug = vh fiir zwei Elemente
u,v von U. Es folgt dann gh= = w='v € U. Aus gh™! € U folgt umgekehrt
Ug= (Ugh ')h =Uh. O

Wir bezeichnen mit G/U die Menge der Linksnebenklassen von U und defi-
nieren den Indez (G : U) von U in G als die Zahl der Linksnebenklassen von U
in G:

(G:U)=|G/U|.

Die Rechtsnebenklassen gU liefern eine Partition von G, die im allgemeinen von
der Linkszerlegung nach U verschieden ist. Es gibt aber ebensoviele Linksneben-
klassen wie Rechtsnebenklassen. Die Inversenbildung g ++ g~! ist némlich eine
Permutation von G, die die Linksnebenklassen von U gerade auf die Rechtsne-
benklassen von U abbildet. Wir haben niéimlich (gU)™ ! =U 197t = Ug~.

u +— ug ist eine Bijektion zwischen U und Ug. Die Linksnebenklassen von U
haben also ebensoviele Elemente wie U. Es folgt

Lemma 1.2.2 |G| =(G:U)-|U]
Als ein Beispiel bestimmen wir die Untergruppen von Z.

Lemma 1.2.3 Die Untergruppen von Z sind von der Form mZ fir ein (ein-
deutig bestimmtes) m > 0.

BEWEIS :
Sei U eine Untergruppe von Z. Wenn U = 0, ist U = 0Z. Sonst wihlen wir fiir
m die kleinste positive Zahl in U. Natiirlich ist mZ < U. Fiir die umgekehrte
Inklusion fixieren wir ein beliebiges Element u von U. Wir dividieren u durch
m mit Rest r:

u=sm-+r, 0<r<m.

Weil r € U und m minimal gewdhlt war, ist r = 0. Also haben wir u = sm. O

WEeil jede ganze Zahl zu genau einer Zahl zwischen 0 und m — 1 modulo m
kongruent ist, folgt
(Z :mZ)=m

3Im {iblichen Sprachgebrauch ist Ug eine Rechtsnebenklasse von U. Sorry. (Oktober 1999)




Sei a ein Element einer Halbgruppe G. Wir definieren a' = a, a? = aa,
a® = aaa und allgemein fiir alle positiven natiirlichen Zahlen n:

a®=a...a.
N——

n—mal
Wenn G ein Monoid ist, setzt man
a’ =1.

Schlieflich nehmen wir an, daft G eine Gruppe ist und setzen fiir negative Ex-
ponenten:

a "= (a_l)n

Man verifiziert leicht die folgenden Rechenregeln.

a) (ab)™ = a™b", wenn a und b kommutieren.
b) a™a™ = a™*"

c) (@™ =a™

d) at =

a und b kommutieren, wenn ab = ba. In additiven (abelschen) Gruppen schreibt
man na statt a”.

Weil der Durchschnitt einer Familie von Untergruppen von G wieder eine
Untergruppe ist, gibt es zu jeder Teilmenge A von G eine kleinste Untergrup-
pe (A), die A enthilt, die von A erzeugte Untergruppe. Die von a erzeugte
Untergruppe ist < a >= {a™ | n € Z}.

Die Menge {e € Z | a® = 1} der Ezponenten von a ist eine Untergruppe von
Z, also von der Form mZ fiir ein m > 0. Wir nennen m die Ordnung von a.
Man kann die Ordnung auch einfach so definieren:

Definition Die Ordnung ord(a) von a ist die kleinste positive Zahl m mit
a™ =1, falls ein solches m existiert. Sonst ist ord(a) = 0.

Wenn a die Ordnung 0 hat, ist die Abbildung n — o™ ein Isomorphismus
zwischen Z und (a). Man sagt deshalb iiblicherweise, daf a unendliche Ordnung
hat.

Wenn ord(a) =m > 0, ist (a) = {1,a",a?,...,a™""}. Weil aus a’ = a'** folgt,
da a* = 1, sind die Elemente 1,a',a?,.. ,am_l paarweise verschieden. Das
bedeutet, dai%

[{a)| = ord(a).

Man spricht daher haufig statt von der Méchtigkeit einer Gruppe auch von ihrer
Ordnung.

Folgerung 1.2.4 Die Ordnungen der Elemente a einer endlichen Gruppe G
teilen die Ordnung von G. Anders ausgedriickt:

al€l =1
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1.3 Homomorphismen

Definition Fine Abbildung f : S — T zwischen zwei Halbgruppen heifit Ho-
momorphismus, wenn

flz-y) = flz)- fy)
fiir alle x,y € S.

BEISPIELE:
e Wenn G eine Gruppe ist, und a € G, ist die Abbildung n — a” ein
Homomorphismus von Z nach G.

¢ Die Signaturabbildung sign : S,, — {1, —1} auf den endlichen Permuta-
tionsgruppen
Sp, =Sym{l,...,n}

Die Elemente ¢ des Bildes f(G) entsprechen den Aquivalenzklassen f~'(t) der
von f bestimmten Faserung

z~y = flz) = fy)

Die Halbgruppenstruktur von f(G) iibertrigt sich auf die Menge S/~ der Aqui-
valenzklassen durch

(1.2) (@/~) - (y/~) = (x-y)/~.

Eine Aquivalenzrelation ~ auf S, fiir die (L2) eine Operation auf S/~ er-
klart, heift Kongruenzrelation. Die Bedingung bedeutet, daf die Aquivalenz-
klasse eines Produktes nur von den Aquivalenzklassen der Faktoren abhingt:

(13) x~:v',y~y'=>x-y~x'-y',

Wenn ~ eine Kongruenzrelation ist, ist S/~ mit der induzierten Operation
wieder eine Halbgruppe. Die Projektion 7: S — S/~ erfiillt namlich die Homo-
morphismusbedingung und wir haben:

(w(a)m(b))w(c) = (ab)w(c) = w((ab)c) =
= w(a(be)) =n(a)w(bc) =m(a)(n(b)w(c)).

Der folgende Satz sollte jetzt klar sein. Er gilt natiirlich nicht nur fiir Halb-
gruppen, sondern fiir beliebige Strukturen mit einer zweistelligen Operation.

Satz 1.3.1 (Abstrakter Homomorphiesatz) Sei f: S — T ein Homomor-
phismus zwischen Halbgruppen. Dann ist die Faserung ~ von f eine Kongru-
enzrelation auf S und f induziert durch

z/~ = f(x)

einen Isomorphismus zwischen den Halbgruppen S/~ und f(S).
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Bevor wir die Kongruenzrelationen in Gruppen bestimmen, zeigen wir dafs
homomorphe Bilder von Gruppen wieder Gruppen sind @

Lemma 1.3.2 Sei f : G — T ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine
Halbgruppe T'. Dann ist das Bild f(G) eine Gruppe.

BEWEIS :
f(1) ist Einselement von f(G), weil f(1)f(g) = f(1g9) = f(g). f(g™!) ist invers
zu f(g), weil f(g7")f(9) = f(979) = f(1). O

Sei nun ~ eine Kongruenzrelation der Gruppe G. Weil
T~y=ay ~1,
ist ~ durch die Aquivalenzklasse N = 1/~ schon bestimmt. Weil
r~ly~1l= 2y~ ~ 1,

ist N eine Untergruppe und die ~—Aquivalenzklassen sind gerade die Linksne-
benklassen von V. Wenn man umgekehrt eine Untergruppe N vorgibt, dann ist
die durch

T~y ay ' EN

definierte Aquivalenzrelation im allgemeinen keine Kongruenzrelation. Es gilt
zwar
(1.4) r~y= Nz =Ny=— Nzz= Nyz = xz ~ yz,

aber im allgemeinen nicht
(1.5) T~y = 22~ 2y.

Wenn ~ eine Kongruenzrelation ist, sind aber die Aquivalenzklassen auch eben-
sogut Rechtsnebenklassen von N. Diese Bedingung an N, némlich, daf

Ng=gN

fiir alle g, impliziert die Gleichung (LH]). Untergruppen, deren Linksnebenklassen
auch Rechtsnebenklassen sind, heiffen Normalteiler:

Definition Fine Untergruppe N von G heifst Normalteiler, wenn
gilNg =N

fiir alle g € G.
Notation N <G

In abelschen Gruppen sind alle Untergruppen Normalteiler. Unsere bisheri-
gen Uberlegungen zeigen:

Satz 1.3.3 (Homomorphiesatz) Sei G eine Gruppe.

4Das Lemma erscheint implizit schon am Endes des Beweises von [L1.41
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1. Wenn N ein Normalteiler von G ist, wird durch
(Ng) - (Nh) = N(gh)
eine Gruppenoperation auf G/N definiert. Die Projektion
7:G— G/N
ist ein Homomorphismus.

2. Sei f : G — H ein Homomorphismus und
N =ker(f) ={g€ G| f(9) =1}
der Kern von f. Dann ist N ein Normalteiler und

Ngw f(g)

definiert einen Isomorphismus zwischen G/N und f(G).

Eine diagrammatische Variante:
Satz 1.3.4 Sei f : G — H ein Homomorphismus. N sei ein Normalteiler von

G, der von [ auf das Einselement von H abgebildet wird. Dann gibt es einen
(eindeutig bestimmten) Homomorphismus 8 : G/N — H, der das Diagramm

G ! H

G/N

kommutativ macht.

BEWEIS :
Weil
m(g) =w(h) = gh™' € N = gh™' € ker(f) = f(g9) = f(h),

gibt es ein eindeutig bestimmtes 3, das das Diagramm kommutativ macht. Daff
(8 ein Homomorphismus ist, ist trivial:

B(r(g)m(h)) = B(w(gh)) = fgh) = f(g)f(h) = B(w(9))B(x(h)).
O

Wenn m die Ordnung von a ist, ist mZ der Kern des Homomorphismus
Z — G, der 1 auf a abbildet. Es folgt, daf (a) = Z/mZ. Wir nennen

Lm = Z./mZ
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die zyklische Gruppe der Ordnung m. In den Féllen m = 0,1 pflegt man sich
anders auszudriicken: Z = Zg heiftt die unendliche zyklische Gruppe. Die Grup-
pe Z; besteht nur aus dem neutralen Element und heifit die triviale Gruppe.
Fiir die triviale Gruppe schreibt man multiplikativ 1 und additiv 0.

Ein surjektiver Homomorphismus f : G — H vermittelt vermoge U =
f~1(V) eine Bijektion zwischen den Untergruppen V von H und den Unter-
gruppen U von G, die den Kern von f enthalten. V ist genau dann ein Normal-
teiler von H, wenn U Normalteiler von G ist. In diesem Fall ist U der Kern des

zusammengesetzten Homomorphismus G Lo-H /V und wir erhalten einen
Isomorphismus zwischen G/U und H/V. Im Fall H = G/N erhalten wir fiir
Normalteiler U, die N enthalten:

G/U = (G/N)/(U/N).

Die Untergruppen von Z,, entsprechen demgeméifs, vermdge der Projektion
Z — Zm,, gerade denjenigen Untergruppen dZ von Z, die mZ enthalten, das
heifst, fiir die d ein Teiler von m ist. Es folgt, daf eine zyklische Gruppe der
Ordnung m fiir jeden Teiler d von m genau eine Untergruppe vom Index d hat.
Wenn m = p® Potenz einer Primzahl ist, bilden die Untergruppen von Z,, eine
Kette mit den Ordnungen 1,p, ..., p°.
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1.4 Der Satz von Jordan—Holder

Das Komplexprodukt zweier Teilmengen A und B einer Gruppe ist die Menge
AB={ab|la€ A,be B}.

Wenn A ein Normalteiler ist und B eine Untergruppe, ist AB eine Untergruppe.
Das folgt aus dem Beweis des néichsten Satzes.

Satz 1.4.1 (Noetherscher®somorphiesatz) Sei N ein Normalteiler und U
eine Untergruppe von G. Dann ist N N U ein Normalteiler von U, NU eine
Untergruppe von G und es gibt einen natirlichen Isomorphismus

U/(NNU) = NU/N.
BEWEIS :
Sei m: G — G/N die natiirliche Projektion. Dann ist NU = 7! (7(U)) Unter-
gruppe von G.

G

AN

NNU

U

Die beiden Einschrinkungen f : U — G/N und g : NU — G/N haben das
gleiche Bild H. Der Kern von f ist N N U, der Kern von g ist N. Also ist

U/(NNU)= H=NU/N.
]

Man iiberlegt sich leicht, daf N kein Normalteiler in G sein mufs, es ge-
niigt vielmehr, zu fordern, daff N von U normalisiert wird. Das heifst, daff
u~'Nu = N fiir alle u € U. Dann ist nimlich NU eine Untergruppe von G und
N Normalteiler von NU.

Eine Normalreihe N von G ist eine Kette
1=Ng<N; <...dN,,_1 <N, =0G.

Eine Normalreihe N verfeinert A, wenn N' C N. Eine Kompositionsreihe von
G ist eine echt aufsteigende Normalreihe, die keine echten Verfeinerungen hat.

Eine nicht—triviale Gruppe G, die nur die trivialen Normalteiler 1 und G
hat, heiflt einfach.

5 Amalie Emmy Noether (1882-1935)
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BEISPIEL:
Die einfachen abelschen Gruppen sind die zyklischen Gruppen Z, von Primzahl-
ordnung.

Lemma 1.4.2 FEine Normalreihe 1l = Ng<AN1 <...<<N,_1 <AN,, = G ist genau
dann ein Kompositionsreihe, wenn die Kompositionsfaktoren N;,1/N; einfach
sind.

BEWEIS :
Die Normalteiler von N;y1/N; entsprechen den Normalteilern von N;;1q, die N;
enthalten. O

Endliche Gruppen haben immer Kompositionsreihen. Im allgemeinen brau-
chen sie aber nicht zu existieren. Unendliche abelsche Gruppen zum Beispiel
haben keine Kompositionsreihen.

Zwei Normalreihen Mo<<M; ... <M, _1 <M, und Ng<AN1 <...<dN,,_1 <
N, heifsen isomorph, wenn sie die gleiche Lange haben und wenn bis auf eine
Permutation 7 der Indizes {0,...,n — 1} die Quotienten isomorph sind, wenn
also Miy1/M; = Nyiy1/Nax(i)-

Satz 1.4.3 (Jordan—HGldeIE) Alle Kompositionsreihen einer Gruppe G sind
isomorph.

BEWEIS :

Der Beweis ist einfach, wenn man weifs, daff jede subnormale Untergruppe (das
sind Untergruppen, die in einer geeigneten Normalreihe vorkommen) von G
eine Kompositionsreihe besitzt (wenn G eine Kompositionsreihe besitzt, ist das
immer richtig ()):

Seien M und N zwei Kompositionsreihen, M die kiirzere von beiden. Wir ver-
wenden Induktion iiber die Linge von M. N’ und M’ seien die beiden Reihen
ohne G, M und N die letzten Glieder von A" und M’'. Wir unterscheiden zwei
Fille: Wenn M = N, sind N/ und M’ Kompositionsreihen der gleichen Gruppe
und nach Induktionsannahme isomorph. Daraus folgt, daf auch A" und M iso-
morph sind. Wenn M und N verschieden sind, folgt aus der Maximalitéit von
N und M in G, dak G = MN. Aus Satz .47l folgt, da G/M = N/(M N N)
und G/N = M/(M N N). Sei K eine Kompositionsreihe von M N N. Es folgt,
dafs die beiden Kompositionsreihen K U {M,G} und KU {N, G} isomorph sind.
Nach Induktionsvoraussetzung sind M’ und K U {M} isomorph. Daraus folgt,
daf K U{N} so lang ist wie M’. Also liefert die Induktionsvoraussetzung auch,
daf NV’ und K U {N} isomorph sind. Es folgt

M=KU{M,G} =KU{N.G} = N.

Fiir den allgemeinen Fall beweisen wir den folgenden Satz, aus dem (4.3
sofort folgt.

6Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), Ludwig Otto Holder (1859-1937)
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Satz 1.4.4 (Verfeinerungssatz von Schreier) B8 Zwei Normalreihen einer
Gruppe besitzen isomorphe Verfeinerungen.

BEWEIS :
Seien
M=Q1A=My<...<d4 M, =G)
und
N=(1=Ny<...4d4N, =G)
zwei Normalreihen. Wir verfeinern M zu M’ indem wir zwischen M; und M;,
jeweils die Reihe

M; = Mi(MZ'+1 n N()) C Mi(MiJrl n Nl) Cc...C Mi(MiJrl n Nn) = Mi+1
einfiigen. Zwischen N; und N4, fiigen wir
Nj = (MO mNj+1)Nj C (M1 n Nj+1)Nj Cc...C (Mm n Nj+1)Nj = Nj+1

ein und erhalten die Verfeinerung N’. Daf M’ und N’ isomorphe Normalreihen
sind, folgt aus dem néchsten Lemma, das wir auf A; = M;, Ay = M1, B1 = N;
und By = N;;; anwenden.

Lemma 1.4.5 (Lemma von Zassenhaus)® Wenn A; < Ay und B; <\ By Un-
tergruppen von G sind, ist A1 (A2NBy) Normalteiler in A1 (A>NBs), (A1NBs)B;
Normalteiler in (As N By)By und es ist

Al(Az N Bg)/Al(A2 N Bl) = (AZ N BQ)Bl/(Al N B2)Bl.

BEWEIS :

Weil 41 <1 A, ist A1 (A2NBs) eine Untergruppe. As N By normalisiert Ay, As und
B; und also auch A; (A N By). Daraus folgt, dalt 4, (As N By) ein Normalteiler
von A;(As N By) ist. Mit Hilfe des Modulargesetzes, das wir gleich erldutern,
sehen wir, daf

Al(.A2 N Bl) N (AQ N Bz) = (A1 N BQ)(AQ N Bl)

A2 B2
A (A2 N By) (A2 N By)By
\ As N By /
A1 (A2 N Bl) (Al n BZ)Bl

N7

(A1 N Bs)(As N By)

Ay By
7Otto Schreier (1901-1929)
8Nur SS 1995
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Aus L4 Tl folgt
A1(Ay N By)/A1(As N By) 2 (As N Bs) /(A1 N By)(Aa N By).
Rechts steht aber ein in A, B symmetrischer Ausdruck, und wir erhalten
(A2 N B2) /(A1 N By)(Ay N By) = (A3 N By)By /(A1 N By)By.

d

Wenn A und B < C Untergruppen von G sind, ist, wie man leicht nachrech-
net
(AB)nC =(AnC)B.

Das ist das Modulargesetz. Die Normalteiler einer Gruppe bilden (ebenso wie
die Untergruppen) einen Verband. Fiir Normalteiler ist AB das Supremum von
A und B, AN B das Infimum. Das Modulargesetz driickt gerade aus, daf der
Verband der Normalteiler modular ist.
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1.5 Innere Automorphismen

Definition Sei G eine Gruppe und a € G. Man konjugiert x mit a, indem
man von T zu

z*=a"'za
ibergeht. Die Abbildung

To(T) = 2°

heifit der durch a bestimmte innere Automorphismus von G.

Eine Untergruppe ist also genau dann Normalteiler, wenn sie unter allen inneren
Automorphismen invariant bleibt.

Man verifiziert leicht, daf 7, tatsdchlich ein Automorphismus von G ist, das
heifst ein Isomorphismus von G mit sich selbst. Aufserdem gelten die Rechenre-
geln

.’El = T

xab — (wa)b

Die Giiltigkeit dieser beiden Regeln bedeutet, daf G per Konjugation auf sich
selbst operiert. Dabei operiert G (von rechts) auf einer Menge X, wenn eine
Abbildung

X xG—- X
gegeben ist, die den Regeln
-1 = =z
z-(ab) = (x-a)-b

geniigt. X wird durch die Operation in Bahnen (orbits)
z-G={z-a|aecG}

partitioniert. Die Abbildung g — zg bildet G auf die Bahn von x ab. g und h
werden auf dasselbe Element abgebildet, wenn z - (gh~!) = z, wenn also g und
h in derselben Linksnebenklasse der Stabilisatorgruppe

Stab(z) ={a € G|z -a ==z}

liegen. Es folgt

(1.6) |z - G| = (G : Stab(z)).

Die Bahnen der Konjugationsoperation von G heifen Konjugationsklassen.
Der Stabilisator
Ca(r)={aeG|z* =2}

heifst Zentralisator von z. Die Konjugationsklasse von g besteht genau dann
aus einem Element, wenn g von allen inneren Automorphismen fixiert wird,
oder anders gesagt, wenn g zum Zentrum von G gehort.



19

Definition Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist die Untergruppe aller g,
die mit allen a € G vertauschen.

Z(G) ist eine abelsche Untergruppe von G, die unter allen Automorphismen von
G invariant bleibt. Insbesondere ist Z(G) ein Normalteiler in G.

Satz 1.5.1 (Klassengleichung) Sei G eine Gruppe und (a;);cr ein Reprisen-
tantensystem der Konjugationsklassen von nicht—zentralen Elementen. Dann ist

Gl = |Z(@)| + ) _(G : Colai).

icl

BEWEIS :
Folgt sofort aus (L6). O
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1.6 Direkte Produkte

Definition Das direkte Produkt der beiden Gruppen G und H ist das kartesi-
sche Produkt
GxH

mit komponentenweiser Multiplikation
(9.h)-(g',h') =(g-g",h-1).

Man rechnet sofort nach, daf G x H eine Gruppe ist. (1,1) ist das Einsele-
ment und (¢g~!, h~!) das Inverse von (g, h). Die beiden Faktoren G und H sind
in der Form G x 1 und 1 x H Untergruppen von G x H, und G x H ist inneres
direktes Produkt dieser Untergruppen im folgenden Sinn:

Definition K ist inneres direktes Produkt der Untergruppen G und H, wenn
a) sich jedes Element von K eindeutig als ein Produkt gh mit g € G, h € H
schreiben lafst,

b) und wenn die Elemente von G und H kommutieren:

gh=hg, (9€G, he H).

Wenn K inneres direktes Produkt von G und H ist, liefert (g, h) — gh einen
Isomorphismus zwischen G x H und K.

Lemma 1.6.1 K ist genau dann inneres direktes Produkt der Untergruppen G
und H, wenn

a) GH = K,
b)) GNH =1,
c) gh=hg, (g€, he H).

Die letzte Bedingung kann man ersetzen durch die Forderung, daff G und H
Normalteiler in K sind.

BEWEIS :

Wenn K inneres direktes Produkt von G und H ist, ist K isomorph zum direkten
Produkt von G und H und man verifiziert leicht die drei Bedingungen. G und
H sind als Kerne der Projektionshomomorphismen von G x H auf H und G
Normalteiler.

Wenn umgekehrt die drei Bedingungen erfiillt sind, ist nur noch zu zeigen, dafs
die Darstellung k = gh eindeutig ist. Das folgt aber aus (bl

Wenn G und H Normalteiler von K sind, betrachtet man den Kommutator

[9,h] =g 'k 'gh
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zweier Elemente g € G und h € H. Weil G Normalteiler ist, gehort [g, h] zu
G, und weil H Normalteiler ist, zu H. Also folgt aus (b)), dak [g,h] = 1, was
Aquivalent ist zu gh = hg. O

Im Fall additiv geschriebener abelscher Gruppen schreibt man hiufig
GeH

statt G x H.

Als ein Beispiel zeigen wir:

Lemma 1.6.2 Wenn m und n teilerfremd sind, ist

Zonn =2 T @ Zon.

BEWEIS :
Die zwei Projektionen von Z nach Z,, und Z, setzen sich zu einem Homomor-
phismus

f:Z—Z,®Z,

zusammen. Der Kern dieser Abbildung ist

mZ N nZ = mnZ.

Das Bild ist also isomorph zu Z,,,, und muf (aus Anzahlgriinden) gleich Z,, ®Z,
sein.

Folgerung 1.6.3 Wenn m = pi* ---pS» die Primfaktorzerlegung von m ist, ist

ngzpil @"'@Zpin.

Das kartesische Produkt [],.; G; einer Familie von Gruppen ist mit kompo-
nentenweiser Multiplikation

(f-9)i="fia

wieder eine Gruppe. Fiir additiv geschriebene abelsche Gruppen betrachtet man
noch die direkte Summe

@Gi = {fe HGi | fi = 0 fiir fast allei}.
il iel

Jedes G, hat eine isomorphe Kopie {f € [];c;Gi| fi =0fiir alle i # o} in
[I;c; Gi- @;c; Gi ist die von diesen Kopien erzeugte Untergruppe.
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1.7 Abelsche Gruppen

Definition Fin Gruppe heifit Torsionsgruppe, wenn jedes Element endliche
Ordnung hat. Eine Gruppe heifst p—Gruppe (fir eine Primzahl p), wenn die
Ordnung jedes Elements eine Potenz von p ist.

In einer abelschen Gruppe G teilt die Ordnung von a —b das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der Ordnungen von a und b. Es folgt, dak T(M), die Menge
aller Elemente endlicher Ordnung, und T, (M), die Menge aller Elemente, deren
Ordnung eine p—Potenz ist, Untergruppen sind: die Torsionsuntergruppe und
die p—Torsionsuntergruppe von G.

Lemma 1.7.1 Jede abelsche Torsionsgruppe ist direkte Summe von p—Gruppen.

BEWEIS :

Sei G eine abelsche Torsionsgruppe. Wir zeigen, daf G die innere direkte Sum-
me der p—Torsionsuntergruppen T,(G) ist. Sei m die Ordnung von a € G.
Weil (a) & Z,,, ist nach (L63) a Summe von Elementen, deren Ordnung eine
Primzahlpotenz ist. Wir haben nur noch zu zeigen, daf eine solche Zerlegung
eindeutig ist. Sei dazu by +---+ b, =0, b; € T}, und die Primzahlen p,,...,p,
paarweise verschieden. Dann ist aber by = —(by + -+ + b,) und die Ordnung
von by daher ein Teiler des Produktes der Ordnungen der bs, . .., b,. Das ist nur
moglich, wenn b; = 0. Es folgt, dafs alle b; gleich Null sein miissen. a

Lemma 1.7.2 Jede abelsche p—Gruppe von endlichem E’avponenteﬁEI 1st direkte
Summe von zyklischen Gruppen.

BEWEIS :

Sei G vom Exponenten p°, also p°G = 0. Wir zeigen das Lemma zuerst fiir den
Fall e = 1: Dann hingt na nur von n (mod p) ab. Durch die skalare Multipli-
kation (n + pZ)a = na wird G daher zu einem F, = Z/pZ—Vektorraum. Wenn
(a;)ier eine Fp—Basis von G ist, ist

G = @}Fpai.

i€l
Nun zum allgemeinen Fall. Wir nennen den F,—Vektorraum
S={a€G|pa=0}

der Elemente vom Exponenten p den Sockel von G. Die Unterriume S? =
SN (p'G) der Elemente des Sockels, die (in G) durch p’ teilbar sind, bilden eine
Kette von Unterrdumen:

0=S5°cstc...cStcs’=s.

Wir wiéhlen fiir jedes i < e ein Basis (s});cs, von S' modulo S™*!. Insgesamt

bilden die .sj- eine Basis des Sockels. Jetzt wéhlen wir fiir jedes s; ein gj- mit

n ist Exponent von G, wenn ¢g” =1 fiir alle g € G.

9
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p'gl = s%. Sei G = (g}) die von g} erzeugte zyklische Untergruppe (der Ordnung
p'*h). Wir werden zeigen, dafl G die direkte Summe der G ist.

Sei H die Summe der G’; Weil die s; zu H gehoren, enthdlt H den Sockel.
Wir zeigen, dafs alle a in H liegen, durch Induktion {iber die Ordnung von a.
Nehmen wir an, daf ord(a) = p™*! und daR die Behauptung schon fiir alle
Elemente kleinerer Ordnung gezeigt ist. p™a liegt in S™ und ist daher eine
Linearkombination von sj- mit ¢ > m. Weil diese sj- in H durch p™ teilbar sind,
ist auch p™a in H durch p™ teilbar. Es gibt also ein h € H mit p™h = p™a.
h — a hat hochstens die Ordnung p™ und liegt in H, also liegt auch a in H.

Schlieflich miissen wir noch die Direktheit der Summe zeigen. Sei dazu (c})
eine Familie von Elementen der G, die nicht alle Null sind. Sei p™*" die grofte
Ordnung der c; Die pmc§- liegen dann in S und sind nicht alle Null. Nun ist aber
(fii;e Summe der SN Gj- = IE‘ps;'- direkt und daher mecé- # 0, woraus ) cé- #0
olgt. O

Aus den beiden Lemmas folgt:

Satz 1.7.3 (Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen) Jede endliche
abelsche Gruppe (oder allgemeiner: jede abelsche Gruppe von endlichem FEx-
ponenten) ist direkte Summe von zyklischen Gruppen von Primpotenzordnung.
Die Summanden sind bis auf Isomorphie und Reihenfolge eindeutig bestimmdt.

BEWEIS :
Nur die Eindeutigkeit ist noch zu zeigen: Sei

G= EB (Zipe)"™" .
e
Fiir eine Primzahl p sei G[p] = {a € G | pa = 0} der p-Sockel von G. Man iiber-

legt, dafs
G[p] — @ (pe—lzpe)np,e

€

und fiir alle e
(°G)lpl = €D (01 2) "
i>e
Es ist also
npe = dimg, (0°71G)[p]/ (0°G)[p]

O
Definition FEine Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung heifst torsionsfrei.
Wir werden zeigen:

Satz 1.7.4 Endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppen sind direkte Sum-
men von Kopien von Z. Die Zahl der Summanden ist eindeutig bestimmit.
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Sei F' = @, Z direkte Summe von Kopien von Z. Sei e; das Einselement der
i-ten Kopie von Z. Dann wird F' (als abelsche Gruppe) von den e; in folgendem
Sinn frei erzeugt:

Fiir alle abelschen Gruppen A und fiir jede Familie a; von Elementen von
A gibt es genau einen Homomorphismus f : F — A, der fir alle i e; auf a;
abbildet.

Man zeigt leicht, daf diese Eigenschaft F' bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt. Freie Gruppen sind projektiv:

Wenn A/B frei ist, ist B direkter Summand von A.

BEWEIS :

Wenn A/B von a; + B frei erzeugt wird, gibt es einen Homomorphismus f :
A/B — A mit f(a; + B) = a;, also 7(f(a; + B)) = a; + B fiir die Projektion
m: A — A/B. Es gilt dann 7(f(z)) = « fiir alle z € A/B. Sei C das Bild von
f. Dann ist A = B & C. (Existenz: a = (a — f(n(a))) + f(7(a)), Eindeutigkeit:
w(f(z) +b) =) |

Nicht alle torsionsfreien abelschen Gruppen sind frei, Q, die additive Gruppe
der rationalen Zahlen, ist das einfachste Gegenbeispiel. Wir beginnen den Beweis
von (LZ4) mit dem Nachweis, daf endlich erzeugte Untergruppen G von Q
zyklisch sind: Wenn g1, ..., g, die Erzeugenden von G sind, wihlen wir eine
ganze Zahl N # 0, sodal alle Ng; zu Z gehoren. Die Gruppe NG ist zu G
isomorph und als Untergruppe von Z zyklisch.

Sei G torsionsfrei und von go, ..., g, erzeugt. Sei r = ¢ € Q. Fiir Elemente
x,y von G schreiben wir
re =y,

wenn ax = by. Weil G torsionsfrei ist, ist y durch z und r eindeutig bestimmt.
Betrachte die Untergruppe

H={g|g=rgofireinreQ}.

Weil ax € H = = € H fiir alle a # 0, ist G/H torsionsfrei. G/H wird von den
Nebenklassen von gy,...,g, erzeugt, also konnen wir (Induktion!) annehmen,
daf G/H frei ist, und G = C @ H fiir eine isomorphe Kopie C von G/H. Wir
sind fertig, wenn wir zeigen konnen, daf H zyklisch ist. Weil H als direkter
Summand homomorphes Bild von G ist, ist H endlich erzeugt. H ist aber per
rgo — r isomorph zu einer Untergruppe von Q, ist also zyklisch.

Wir zeigen noch, daf die Zahl der zyklischen Summanden eindeutig be-
stimmt ist: Wenn G = @, Z, ist n die Dimension des F,,~Vektorraums G/ (pG).
O

Folgerung 1.7.5 Endlich erzeugte abelsche Gruppen sind direkte Summen von
zyklischen Gruppen.
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BEWEIS :

Sei G endlich erzeugt. Weil G/T(G) torsionsfrei, endlich erzeugt und daher
projektiv ist, ist G = C @ T(G). Jetzt wendet man (L74) und (L73) auf C
und T(G) an. i
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1.8 Sylowgruppen

Wir halten in diesem Abschnitt eine Primzahl p fest.

Lemma 1.8.1 (Cauchym) Sei G eine endliche Gruppe und p ein Teiler der
Ordnung von G. Dann hat G ein Element der Ordnung p.

BEWEIS :

Aus der Klassengleichung (L5J) folgt, daf die Ordnung des Zentrums Z durch
p teilbar ist, oder dafl es ein nicht—zentrales Element a geben muf, fiir das
(G : Cg(a)) nicht durch p teilbar ist. Im ersten Fall folgt aus (IL73), daf Z ein
Element der Ordnung p hat. Im zweiten Fall ist Cg(a) eine echte Untergrup-
pe von G, deren Ordnung immer noch durch p teilbar ist und die daher (per
Induktion!) ein Element der Ordnung p hat. |

Als Folgerung erhilt man, daft die Ordnung endlicher p—Gruppen eine p—
Potenz ist.

Definition Sei G endlich und p° die gréfSte Potenz von p, die die Ordnung
von G teilt. Eine p—Sylowgruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung p°.

Endliche abelsche Gruppen besitzen (jeweils eindeutig bestimmte) p—Sylow-
gruppen nach (L77).

Satz 1.8.2 In endlichen Gruppen gibt es immer p—Sylowgruppen.

BEWEIS :

Sei G eine endliche Gruppe. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der
Ordnung von GG. Wenn p die Ordnung von G nicht teilt, ist 1 p—Sylowgruppe.
Nehmen wir also an, daft p die Ordnung von G teilt. Wenn p auch die Ord-
nung des Zentrums teilt, gibt es eine zentrale Untergruppe A der Ordnung p.
Nach Induktionsvoraussetzung hat G/A eine p—Sylowgruppe S/A. S ist dann
p—Sylowgruppe von G. Wenn p die Ordnung des Zentrums nicht teilt, gibt es
nach der Klassengleichung eine echte Untergruppe C, deren Index nicht durch
p teilbar ist. C' hat nach Induktionsvoraussetzung eine p—Sylowgruppe S. S ist
auch p-Sylowgruppe von G. a

Satz 1.8.3 Sei G endlich. Dann ist jede p—Untergruppe in einer p—Sylowgruppe
enthalten und alle p—Sylowgruppen von G sind konjugiert.

BEWEIS :
Sei U eine p-Untergruppe und S eine zunichst beliebige Untergruppe. Wir
lassen U auf der Menge (G/S) der Linksnebenklassen von S vermége

(Sg) - u= Sgu
10 Augustin Louis Cauchy (1789-1857)




27

operieren. Eine Bahn SgU besteht genau dann aus genau einem Element Sy,
wenn
S(gUg =S «=gUg ' <SS+ U<g 'Sy

Weil jede Bahn p—Potenz—viele Elemente hat, ist die Zahl dieser Nebenklassen
Sg zum Index (G : S) modulo p kongruent. Wenn S eine p—Sylowgruppe ist, ist
(G : S) nicht durch p teilbar. Es muf also ein g mit U < g~!Sg geben. O

Wenn wir die letzte Uberlegung auf S = U anwenden, erhalten wir
(1.7) (Ng(U):U)=(G:U) (mod p).
Dabei ist Ng(U) = {g € G| U = g~'Ug} der Normalisator von U in G.

Wenn U keine Sylowgruppe ist, schliefst man daraus, daf (Ng(U) : U) durch
p teilbar ist. Nach (L&) muf es ein Element a € Ng(U) geben, das modulo
U die Ordnung p hat. (U,a) ist dann eine p—Gruppe, die U echt erweitert. Wir
haben also einen alternativen Beweis fiir die Existenz von Sylowgruppen.

Wenn U eine Sylowgruppe ist, schlieft man aus (I.7)

Zahl der p-Sylowgruppen = (G : Ng(U)) =1 (mod p).

Folgerung 1.8.4 Der Normalisator einer p—Sylowgruppe S einer endlichen
Gruppe G ist selbstnormalisierend. Das heifst

Na(Na(S)) = Na(S)

BEWEIS :

S ist die einzige p—Sylowgruppe in N (S). Daher mufs S unter allen Automor-
phismen von Ng(S) invariant bleiben. Wenn a € Ng(Ng(S)), laht der innere
Automorphismus 7, also S invariant und es folgt a € Ng/(S). |

BEISPIEL:
Wir wollen die 2-Sylowgruppen der Sy bestimmen. Sy hat triviales Zentrum. Al-
so muf es eine Konjugationsklasse geben, die mehr als eins, aber ungerade viele
Elemente enthilt. Das ist die Konjugationsklasse der Produkte von disjunk-
ten Transpositionen {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Der Index des Zentralisators
C((13)(24)) ist die Zahl der Elemente, also drei. Es folgt, daf S = C((13)(24))
die Ordnung acht hat. S ist die Dz'edergruppeﬂj:I Dg, die Gruppe der Automor-
phismen des Quadrats

2

3

Die anderen 2-Sylowgruppen sind die Konjugierten C((12)(34)) und C((14)(23)).

1
4 ——

HDie Diedergruppe Dz, ist die Automorphismengruppe des n—Ecks
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1.9 Nilpotente Gruppen

Definition Fine Gruppe G heiffit nilpotent, wenn es eine Zentralreihe g¢ibt.
Das ist eine Folge von Normalteilern

1=Ny<...<N, =G,

fiir die jeweils N;y1/N; im Zentrum von G /N; liegt.
Abelsche Gruppen sind trivialerweise nilpotent.

Lemma 1.9.1 Sei Z eine zentrale Untergruppe von G. Dann ist G genau dann
nilpotent, wenn G/Z nilpotent ist.

BEWEIS :

Homomorphe Bilder von nilpotenten Gruppen sind wieder nilpotent, weil ho-
momorphe Bilder von Zentralreihen wieder Zentralreihen sind. Also ist G/Z
nilpotent, wenn G nilpotent ist. Wenn umgekehrt N;/Z eine Zentralreihe von
G/Z ist, ist 1 < Ny <...N, = G eine Zentralreihe von G. O

BEISPIEL:
Das Zentrum der Quaternionengruppe

QB = {17 _17i7 _i7j7 _j7k7 _k}

ist Z = {1, -1}, der Quotient Qg/Z 22 Zy X Zs ist abelsch. 1 < Z < Qg ist also
eine Zentralreihe.

Satz 1.9.2 Endliche p—Gruppen sind nilpotent.

BEWEIS :

Sei G eine endliche p-Gruppe. Nach (L6) ist die Méchtigkeit aller Konjugati-
onsklassen eine Potenz von p. Also ist die Zahl der ein—elementigen Konjugati-
onsklassen, d.h. die Méchtigkeit von Z(G), durch p teilbar, wenn G nicht—trivial
ist. Z(@) ist dann nicht-trivial und G/Z(G) eine p—Gruppe kleinerer Méchtig-
keit als G, von der wir (per Induktion) annehmen kénnen, daf$ sie nilpotent ist.
Dann ist G nilpotent nach dem letzten Lemma. O

Satz 1.9.3 Der Normalisator jeder echten Untergruppe U einer nilpotenten
Gruppe G ist echt grifier als U.

BEWEIS :

Sei 1 = Ny <...< N, = G eine Zentralreihe von G. Es gibt einen Index i, sodaf
N; < U und N;11 £ U. Weil N,y zentral ist, modulo N;, ist [n,u] € N; < U
fiir alle n € N;;1 und u € U. Daraus folgt, dak N;;; < Ng(U). ad

Folgerung 1.9.4 Endliche nilpotente Gruppen sind direkte Produkte von p—
Gruppen.



29

BEWEIS :
Nach (L84) sind die p-Sylowgruppen S, der nilpotenten Gruppe G normal.
Daraus folgt leicht, daf das Produkt der S, direkt ist. Das Produkt der S, hat

aber ebensoviel Elemente wie G. O

BEISPIEL:

Fiir jeden Korper K ist die Gruppe 0, (K) < GL,(K) der oberen Dreiecksma-
trizen, in deren Diagonale nur Einsen stehen, nilpotent. Die Untergruppen N;
derjenigen Matrizen aus d,,(K), deren ersten n — i Nebendiagonalen verschwin-
den, bilden eine Zentralreihe der Linge n — 1.
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1.10 Auflésbare Gruppen

Definition FEin Gruppe, die eine Normalreihe mit abelschen Faktoren (eine
abelsche Normalreihe) besitzt, heifst auflosbar.

Zentralreihen sind abelsch, nilpotente Gruppen also auflésbar.

Sei (NN;) eine abelsche Normalreihe von G. Wenn U eine Untergruppe ist,
ist (U N N;) eine abelsche Normalreihe von U. Und wenn f : G — H ein
Homomorphismus ist, ist f(V;) eine abelsche Normalreihe von f(G). Das zeigt
die eine Halfte von

Satz 1.10.1 Sei N ein Normalteiler von G. Dann ist G genau dann auflésbar,
wenn N und G/N auflisbar sind.

BEWEIS :

Sei Ny <...<1 N, eine Normalreihe von G. Dann ist (N N N;) eine Normalreihe
von N und (NN;/N) (das homomorphe Bild von (IV;)) eine Normalreihen von
G/N. Die Quotienten

NN N1 /NNN; 2 (NN Niy1)N;/N;
sind isomorph zu Untergruppen von N;y;/N;, und die Quotienten
(NNZ-H/N)/(NNi/N) & NN;41/NN; 2 Nip1 /(NN Njpq)N;

isomorph zu Quotienten von N,i1/N;. Wenn (NN;) abelsch ist, sind daher auch
die beiden Normalreihen von N und G/N abelsch.

Wenn Ny <...< N, eine abelsche Normalreihe von N ist und Go/N ... <
G /N eine abelsche Normalreihe von G/N, ist

No<d...dN,, =Go<...<4G,,

eine abelsche Normalreihe von G. O

Definition Die Kommutatorgruppe G' ist die von allen Kommutatoren [a, b],
a,b € G erzeugte Untergruppe.

Wenn N ein Normalteiler von G ist, ist offenbar G/N genau dann abelsch,
wenn G' < N. Weil die Menge aller Kommutatoren unter allen (inneren) Au-
tomorphismen abgeschlossen ist, ist G’ ein Normalteiler von G. G’ ist also der
kleinste Normalteiler, fiir den G/N abelsch ist.

Wir definieren induktiv die Folge der Derivierten G*) von G durch G = @
und GUHY = (G™)'. Die G sind unter allen Automorphismen von G invariant
und daher Normalteiler.

Satz 1.10.2 G ist genau dann auflosbar, wenn G = 1 fir genigend grofes
n.
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BEWEIS :

Wenn G = 1, ist G 1 G D q...G® = @ eine abelsche Normalreihe.
Wenn umgekehrt Ny < ... <1 N, eine abelsche Normalreihe von G ist, zeigt man
induktiv, daf G\ < N,,_;:

Gt — (G(i))’ < (Np—i)' < (Np—i—1)-
O

Weil nach dem Satz von Cayley jede endlich Gruppe isomorph zu einer Un-
tergruppe einer endlichen symmetrischen Gruppe ist, ist nicht zu erwarten, daff
alle endlichen symmetrischen Gruppen auflésbar sind:

BEISPIEL:
Die endlichen symmetrischen Gruppen

Sp =Sym{l,...,n}

sind genau dann auflésbar, wenn n < 4:

S;1 =1, Sy = Z5 sind abelsch.
S3 hat die abelsche Normalreihe 1 <1 A3 <1 .S3, wobei A,, der Normalteiler der
geraden Permutationen (die alternierende Gruppe) ist.
S4 hat die abelsche Normalreihe 1 << V4 << Ay <S4, mit der Kleinschen Vierer-
gruppe

Vi =11, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } = Zy x Z>.

Es ist tatsichlich S = Ay , S = V, und S = 1.
Fiir n > 5 sind die S, nicht auflésbar, weil die Reihe der derivierten Gruppen
bei S = 82 = A, stationsr wird. Weil S <1 A,,, ist zu zeigen, dak Al =A,.
Wegen

[(123), (12345)] = (253)

gehoren (253) und damit auch alle Konjugierten, also alle Dreierzyklen, zu Al .
Jede gerade Permutation lafst sich aber als Produkt von Dreierzyklen schrei-
ben. Es geniigt, das fiir Produkte von zwei Transpositionen einzusehen. Es ist
(ab)(bc) = (abe) und (ab)(ed) = (abe)(bed).

Mit dhnlichen Methoden zeigt man

Lemma 1.10.3 Die alternierenden Gruppen A,, sind fiir n > 5 einfach.

BEISPIEL:
Die Kommutatorgruppe der Gruppe A, (K) < GL, (K) der invertierbaren obe-
ren Dreiecksmatrizen ist 6, (K) (S29). A, (K) ist also auflosbar.



Kapitel 2

Kommutative Ringe

2.1 Der Homomorphiesatz

Definition Fin Ring R = (R,+,-) ist eine abelsche Gruppe (R,+) mit einer
bilinearen Halbgruppenoperation -.

Die Multiplikation erfiillt also die Rechenregeln

alb+c¢) = (ab)+ (ac)
(a+b)c = (ab)+ (ac)
(ab)e = a(bc).
Weil a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 und 0a = (0 + 0)a = Oa + Oa, ist in allen Ringen
a0 = 0a = 0.

Wir werden im Folgenden nur unitire Ringe mit einem Einselement 1 be-
trachten, fiir das also
la =al =a.

Wenn in einem Ring R 1=0, ist fiir allea € R
a=1-a=0-a=0.
R ist also der triviale Ring 0, der nur aus dem Nullelement besteht.

BEISPIEL:

Ein Endomorphismus einer abelschen Gruppe A ist ein Homomorphismus f :
A — A. Elementweise Addition macht die Menge End(A) aller Endomorphismen
von A zu einer abelschen Gruppe, Komposition zu einem Ring, dem Endomor-
phismenring von A.

Die (bzgl. -) invertierbaren Elemente bilden die Gruppe R* der Einheiten
von R. Wenn R nichttrivial ist und alle von Null verschiedenen Elemente Ein-
heiten sind, heifit R Schiefkdrper oder Divisionsring.

32
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BEISPIEL:
Die Quaternionenalgebra H ist ein Schiefkdrper.

Ein Ring, dessen Multiplikationshalbgruppe kommutativ ist, heifit kommu-
tativer Ring.

BEISPIEL:
Die ganzen Zahlen Z sind ein kommutativer Ring.

Ein Homomorphismus
f:R—>S

zwischen Ringen ist ein Homomorphismus zwischen den additiven Gruppen und
den multiplikativen Halbgruppen von R und S. Es gilt also

fle+y) = flx)+ fly)

fley) = f(=@)f(y)
Wir betrachten im folgenden nur unitdre Homomorphismen, fiir die
f)=1.

Entsprechend sei ein Unterring S von R immer unitér. Das heifst, daft das Eins-
element von S auch Einselement von R ist.

BEISPIEL:
Fiir jeden Ring R gibt es einen (und nur einen) Homomorphismus Z — R,
definiert durch z — z - 1.

BEISPIEL:

Das direkte Produkt Ry x Ry von zwei Ringen ist, mit komponentenweisen Ope-
rationen wieder ein Ring, mit Einselement (1,1). Die Projektionen Ry X Ry — R;
sind unitdre Homomorphismen. Die durch z — (z,0) definierte isomorphe Ein-
bettung R; — R; X R, ist nicht unitird

Der Kern eines Ringhomomorphismus f : R — S ist der Kern

ker(f) = {g € R| f(g9) = 0}

von f als Homomorphismus der additiven Gruppen. Weil 0 = Or = 0 fiir alle
r € R, ist der Kern eines Homomorphismus ein Ideal.

Definition Fin Ideal eines Ringes ist eine additive Untergruppe I mit
rlICI, IrClI
fiir alle r € R. Wir verwenden die gleiche Notation wie bei Normalteilern:

I<aR

Satz 2.1.1 (Homomorphiesatz) Sei R ein Ring.

IEinfachstes Beispiel eines Unterrings, der nicht (notwendig) unitdrer Unterring ist, ist
natiirlich der triviale Ring 0.
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1. Wenn I ein Ideal von R ist, wird durch
(I+g9) - (I+h)=1+(g-h)
eine Ringoperation auf R/I definiert. Die Projektion
7m:R— R/I
ist ein Homomorphismus.

2. Sei f: R — S ein Homomorphismus und I = ker(f) der Kern von f.
Dann ist I ein Ideal und

I+g9— f(9)
definiert einen Isomorphismus zwischen R/I und f(R).

BEWEIS :
Im wesentlichen ist nur zu zeigen, daf die Nebenklassenzerlegung nach einem
Ideal eine Kongruenzrelation ist, daf also fiir jedes Ideal I

I+a=14+b=1+4+ac=1+bc, I +ca=1+ch.
Es ist aber
a-bel=ac—bc=(a—b)cel, ca—cb=c(a—0b) €l
O

Jeder Ring R hat die beiden Ideale 0 und R. Ein von R verschiedenes Ideal
heifst echt.

BEISPIEL:
Alle additiven Untergruppen von Z sind Ideale. Die abelschen Gruppen
Zym =Z]mZ

haben also eine natiirliche Ringstruktur.

Eine additive Untergruppe I von R heiftt Linksideal, wenn RI = I, und
Rechtsideal, wenn IR = 2

BEISPIEL:
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und R der Endomorphismenring
von V. Fiir jeden Unterraum W ist

{fe€R|W Cker(f)}
ein Linksideal und
{f € R[Im(f) Cc W}

ein Rechtsideal. Alle Links— und Rechtsideale haben diese Form. Man sieht so,
dal R aufer 0 und R keine Ideale enthélt. Ein Ring R # 0 mit dieser Eigenschaft
heifst einfach.

Im Endomorphismenring eines unendlich—dimensionalen Vektorraums ist die
Menge der Endomorphismen von endlichem Rang ein echtes Ideal.

2Es ist immer [ C RI und I C IR.
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2.2 Moduln

In diesen Abschnitt sei R ein Ring.

Definition Fin R—Linksmodul ist eine abelsche Gruppe M mit einer Multipli-
kation R x M — M, die den folgenden Regeln geniigt:

a) r(z+y)=re+ry
b) (r+s)x=rz+sz
¢) (rs)x=r(sx)
d) 1z=z

R-Rechtsmoduln sind entsprechend definiert, R operiert von rechts. Die Un-
terscheidung ist nicht nur notationell. Wenn man R durch

a-°’°’b="b-a

eine neue Multiplikation gibt, erhilt man den entgegengesetzen Ring R°PP. Aus
einem R-Linksmodul M wird durch die Setzung zr = ra ein R °PP—Rechtsmodul.

BEISPIEL:
Jeder Ring R ist auf natiirliche Weise ein R-Linksmodul, den man mit g R be-
zeichnet, und ein R-Rechtsmodul Rg.

Ab jetzt sind alle Moduln Linksmoduln.

Ein Ringhomomorphismus p : S — R macht aus einem R-Rechtsmodul M
einen S—Modul s M vermoge
st = p(s)x.

Jede abelsche Gruppe A ist auf natiirliche Weise ein Z-Modul (vgl. Seite [
und ein End(A)-Modul.

Eine R-Modulstruktur auf A liefert einen Homomorphismus R — End(A4),
man ordnet jedem 7 den Endomorphismus z — rz zu. Umgekehrt definiert
jeder Homomorphismus R — End(A) eine R-Modulstruktur auf der abelschen
Gruppe A.

Definition Sei M ein R—Modul.

1. FEin Untermodul N von M ist eine Untergruppe von (M,+), die unter
Multiplikation mit Elementen von R abgeschlossen ist.

2. FEin Homomorphismus f von M in den R—Modul L, ist ein Homomorphis-
mus f: (M,+) = (L,+), der R-linear ist. Fir den also

flra) =rf(z)
fiir alle x € M und r € R.
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Den Ring der Endomorphismen® eines R-Moduls M bezeichnet man wieder
mit End(M). Wenn (M, +) mehrere Modulstrukturen hat, ist die Schreibweise
Endg(M) genauer.

BEISPIEL:
Endg (M) ist ein Unterring von Endy(M).

Ebenso schreiben wir Hompg (M, N) fiir die abelsche Gruppe der Homomorphis-
men von M nach N.

Die Untermoduln von rR sind die Linksideale von R. Linksmultiplikation
mit einem Ringelement definiert einen Endomorphismus von Rr. Man erhilt so
einen Ringhomomorphismus R — End(Rpg).

Bemerkung Die natiirliche Abbildung R — End(RRg) ist ein Ringisomorphis-
mus.

BEWEIS :
Weil r1 = r, ist die Abbildung injektiv (vgl. den Beweis von [LT4). Sei ¢ ein
Endomorphismus von Rg. Dann ist ¢ Linksmultiplikation mit r = ¢(1), weil

rs = ¢(1)s = ¢(1s) = ¢(s).
Satz 2.2.1 (Homomorphiesatz) Sei M ein R-Modul.

1. Wenn N ein Untermodul von M ist, wird durch
r(N+z)=N+rz
eine R—Modulstruktur auf M /N definiert. Die Projektion
w: M — M/N
ist ein Homomorphismus.

2. Sei f : M — L ein Homomorphismus und N = ker(f) der Kern von f.
Dann ist N ein Untermodul und

N+z— f(x)

definiert einen Isomorphismus zwischen M /N und f(M).

BEWEIS :
Wir zeigen, dafl N + rz nur von N + z abhiangt: Wenn N +x = N + 2, ist

z—2' €N = re—rz' =r(z—2')eN

und daher N 4 rz = N 4 rz'. Daraus folgt 1).

3Endomorphismen sind Homomorphismen in sich.
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Fiir 2) iiberlegen wir, daf N ein Untermodul ist: Wenn z € N, istd

fz)=rf(z)=r-0=0
O

Die direkte Summe P, ; M; einer Familie von R-Moduln ist auf natiirliche
Weise wieder ein R—Modul. Man definiert (fiir z; € M;)

r(Y ) = (3 ra).

el i€l

Definition Fin freier R—Modul F' ist eine direkte Summe von Kopien von R.
Die Einselemente der Summanden bilden die Basis von F'.

Lemma 2.2.2 FEin freier Modul F wird von seiner Basis (f;) frei erzeugt: Zu
jedem R—Modul M und Elementen m; € M gibt es genau einen Homomorphis-
mus F — M, der f; auf m; abbildet.

BEWEIS :
Die Elemente f von F schreiben sich eindeutig als

F=Y rifi
icl

Man bildet f ab auf ., r;m;. O

i€l

4Man sieht leicht, daff 70 = Oy = 0 fiir alle r € R und alle y € M.
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2.3 Polynomringe

In diesem Abschnitt und im Rest des Kapitels sind alle Ringe, insbesondere der
Ring R, kommutativ.

Definition Fine R—Algebra ist ein R—Modul A mit einer bilinearen Operation
Ax A — A. Wenn wir die Operation als Multiplikation schreiben, gelten also
die Regeln

a) z(y+z) = xy + xz
b)) (x+y)z=zz+yz

¢) (re)y = x(ry) = r(zy)

Wenn die R—Algebra A ein (nicht notwendig kommutativer) Ring ist, ist die
Abbildung u : r + 71 ein Ringhomomorphismus von R in das Zentrum

Z(A) ={a € A|ab=ba fir alle b € A}

von A. Ein solcher Homomorphismus macht umgekehrt, vermége ra = u(r)a,
einen Ring A zu einer R—Algebra. Insbesondere ist jeder (kommutative) Ring,
der R als Unterring enthélt eine R—Algebra.

Wir betrachten im folgenden nur Algebren, die (nicht notwendig kommutati-
ve) Ringe sind. Unsere Algebren sind also assoziativ und haben ein Einselement.

Definition Der Polynomring
R[X]

ist eine kommutative R—Algebra mit einem ausgezeichneten Element X, in der
sich jedes Element eindeutig als eine Summe

ZT‘Z'Xi

i€EN

mit Koeffizienten r; € R schreiben lifit. Die Elemente von R[X] heiflen Polyno-
me mit Koeffizienten aus R.

Es ist klar, daf R[X] bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Wir miissen
zeigen, daf R[X] wirklich existiert. Dazu wéhlen wir einen freien R-Modul A
mit Basis mq,my, ... Eine bilineare Abbildung s : A x A = A wird durch die
Werte p(m;, m;) bestimmt, die man beliebig vorgeben kann. Wir definieren die
Multiplikation von A durch m;-m; = m;y;. Es ist klar, daf mq = 1 Einselement
von A ist. Fiir X = m, gilt dann X¢ =m; (i = 0,1,...). Zu zeigen ist noch, daf
A assoziativ und kommutativ ist. Weil die Multiplikation auf der Basis assoziativ
ist, stimmen die beiden multilinearen Abbildungen (zy)z und z(yz) auf der Basis
iiberein und miissen daher gleich sein. Ebenso zeigt man die Kommutativitét
von A = R[X].

Der Homomorphismus R — R[X] ist injektiv. Wir konnen deshalb R als
Unterring von R[X] auffassen.
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Lemma 2.3.1 Sei S eine R—Algebra und s ein Element von S. Dann gibt es
einen eindeutig bestimmten Hom0m07‘pfm'smu,sr5:I R[X] — S, der X auf s abbildet,
den Einsetzungshomomorphismus. Man bezeichnet mit f(s) das Bild von f.

BEWEIS :
Wenn f =3, riX’, setze f(s) = >, cn7is’. (Per definitionem ist s =1.) O

Man beachte, daf im Fall S = R[X] und s = X
f=1X).

R[X] wird (als Ring) von den Elementen von R und X erzeugt. Wenn S ein
Oberring von R und s ein Element von S ist, bezeichnen wir mit R[s] den von
den Elementen von R und s erzeugten Teilring von S. Man sieht leicht, daff

Rls] = {f(s) | f € R[X]}.
Definition Der Grad eines Polynoms f =),y
deg(f) = max{i| a; # 0},

der grofite Index eines nicht—verschwindenden Koeffizienten. Der Grad des Null-
polynoms ist —oco. Wenn deg(f) = n, nennt man a,, den Leitkoeffizienten von

f.

a; X7 ist

Der Leitkoeffizient des Nullpolynoms ist definiert als 0. Polynome mit Leitkoef-
fizient 1 heifen normiert. Polynome vom Grad 0 und das Nullpolynom heifsen
konstante Polynome.

Satz 2.3.2 (Division mit Rest) f und g seien Polynome aus R[X]. Wenn
g # 0 und der Leitkoeffizient von g eine Einheit ist, gibt es Polynome h und r
mit
f=gh+r
und
deg(r) < deg(g).

BEWEIS :
Wenn deg(f) = m < n = deg(g), setzen wir h = 0 und r = f und sind fertig.
Sonst wihlen wir ¢ € R, sodafs f und cg den gleichen Leitkoeffizienten haben.
Dann ist der Grad von f — g cX™ ™ kleiner als m und, mit Induktion, finden
wir h und r mit

f—g-cX" " =gh+r
und deg(r) < deg(g). Es ist dann

f=g(cX™ ™™ +h)+r.

O

a heifst Nullstelle des Polynoms f, wenn f(a) = 0. In einem Ring S heift b
Teiler von a, wenn a ein Vielfaches von b ist, wenn also a = be fiir ein ¢ € S.

5Ein Homomorphismus zwischen R-Algebren ist ein R-linearer unitirer Ringhomomor-
phismus.
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Folgerung 2.3.3 Sei f € R[X] und a € R. Dann ist a genau dann eine Null-
stelle von f, wenn X — a ein Teiler von f ist.

BEWEIS :
Sei f = (X —a)h + r fir ein 7 € R. Dann ist a genau dann Nullstelle von f,
und X — a genau dann ein Teiler von f, wenn r = 0. |

Wenn man die Bildung des Polynomrings iteriert, erhélt man Polynomringe
in mehreren Variablen:

R[X1,...X,] = R[X4]...[Xn]
Man sieht leicht, daf sich jedes Polynom aus R[ X1, ... X,] eindeutig in der Form
Z ay, X"
vENR
schreiben 1at, wobei fiir einen Multiindex v = (eq, ..., ey)
XV =Xt Xe

Ein solches Produkt der Variablen heifst Monom.

Ganz allgemein laft sich aus jeder Familie (X;);c; von Unbestimmten ein
Polynomring
R[Xi)ier

bilden. Die Elemente von R[X;]ies sind R-Linearkombinationen von Monomen
X X
11 In
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2.4 Korper und Integritatsbereiche
Wir betrachten in diesem Kapitel nur kommutative Ringe.
Definition FEin Kérper ist ein kommutativer Schiefkorper.

BEISPIELE:
Q, R und C und die endlichen Kérper F,,.

Lemma 2.4.1 Ein Ring ist genau dann ein Kérper, wenn O das einzige echte
Ideal ist.

BEWEIS :

Sei a ein Element von R. Dann ist a genau dann eine Einheit, wenn das von a
erzeugte Ideal Ra die Eins enthilt, das heift wenn Ra = R. Daf 0 das einzige
echte Ideal ist, bedeutet also, daf K \ 0 die Einheitengruppe von K ist, was
bedeutet, daf K ein Korper ist. a

Es folgt, daf jeder Homomorphismus f : K — R eines Korpers in einen Ring
R entweder eine Einbettung ist, oder der Nullhomomorphismus.

Ein Korper kann keine Nullteiler haben. Ein Nullteiler ist ein Element a # 0,
fiir das es ein b # 0 mit
ab=10

gibt. (Es wiirde nimlich 1 = a~tab~'b = a~'b~'ab = 0 folgen.)
Definition Fin nichttrivialer Ring ohne Nullteiler heifst Integrititsbereich.

Wir werden jeden Integrititsbereich in einen Ko&rper, seinen Quotienten-
korper, einbetten. Um die wohlbekannte Konstruktion nicht zu wiederholen,
diskutieren wir das allgemeinere Konzept der Quotientenringeﬂ.

Satz 2.4.2 Sei R ein Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R. Dann gibt es einen Homomorphismus

ts : R — Rg

in einen Ring Rg, der durch folgende universelle Figenschaft eindeutig bestimmt
18t:

a) ts bildet alle Elemente von S in Einheiten von Rgs ab.

b) Jeder Homomorphismus f : R — T, der die Elemente von S in FEinheiten
abbildet, faktorisiert in eindeutiger Weise durch vg. Das heifit, es gibt einen
eindeutig bestimmien Homomorphismus p: Rs — T, der das Diagramm

6Man verwechsle diese Quotientenringe nicht mit den Ringen R/T fiir ein Ideal I.
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s I

Rs
kommutativ macht.

BEWEIS :

Die Eindeutigkeit von ¢; : R — Rg sieht man leicht mit folgenden Standardar-
gument: Nehmen wir an, daf ¢/ : R — R’ ebenfalls die universelle Eigenschaft
hat. Dann gibt es Homomorphismen p : Rs — R’ und g/ : R’ — Rg mit
/' =porund ¢ = p' ot/. Weil © = (u'p) o ¢, folgt aus der Eindeutigkeit des
Homomorphismus, dafs u'u = 1. Ebenso folgt pu' = 1.

Die Existenz folgt zwar mit general nonsense:

Drei-Sterne-General

Wir ordnen jedem s € S eine Variable X, (fiir das Inverse von s) zu und
betrachten den Polynomring R[X;]ses. Das Ideal I sei erzeugt von den Po-
lynomen sXg — 1. Dann ist Rg = R[X;]scs/I und g ist die Komposition
R — R[X,] = R[X;]ses/I.

Vier-Sterne-General

Wir betrachten allézlmé')glichen Homomorphismen f; : R — T;, die die Elemente
von S auf Einheiten abbilden. Sei R’ das direkte Produkt aller dieser T; und
ts : R — R' das Produkt der f;. 1 bildet wieder alle s auf Einheiten ab. Rg ist
der Unterring von R’, der vom Bild von R und den Inversen aller 15(s) erzeugt
wird.

Wir ziehen aber eine spezifische Konstruktion vor, die mehr Information liefert.
Wir konnen dabei ohne weiteres annehmen, daf S die 1 enthélt. Wenn Rg
konstruiert ist, wird Rg die Menge aller Quotienten

(reR,ses)

sein. Wir definieren nun Rg als die Menge aller Aquivalenzklassen von Paaren
(r,s) (r € R, s € S) unter der Aquivalenzrelation
(r1,81) ~ (rg,83) < 3t € Srisot =ros:t.
Addition und Multiplikation definiert man durch
(r1,81) + (r2,52) = (s2r1 + 5172, 5152)

und
(7“1,81) ' (7"2,82) = (7“17“278182)-

"Das ist mengentheoretisch unsauber. Diese Homomorphismen bilden keine Menge.
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Daf ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelation ist, daf Addition und Multiplikation
reprasentantenunabhéngig definiert sind und dafs Rg ein Ring ist, ist leicht
nachzurechnen. Wir zeigen als ein Beispiel die Transitivitdt von ~:

Sei
(7“1;81) ~ (T2782) ~ (T3,S3),

weil r1soty = 19851ty und ros3ty = r3saots fiir t1,ts € S. Wir multiplizieren die
erste Gleichung mit sst,, die zweite mit s;¢; und erhalten

r18382t1ts = T25153t1t2 = 1381 82t112,

woraus (r1,s1) ~ (r3, s3) folgt.

ts(r) = (r,1)/ ~ ist der gesuchte Homomorphismus von R nach Rg. Ein Ho-
momorphismus f : R — T, der die Elemente von R in Einheiten abbildet,
faktorisiert als f = p o vg, wobei pu((r,s)/ ~) = f(r)f(s)*. a

Folgerung Jeder Integrititsbereich R ist Unterring eines Korpers K. Man
kann annehmen, dafs

K:{gelﬂreR,seR\O}.

Dadurch wird K bis auf Isomorphie iber R eindeutig bestimmt und heifst der
Quotientenkorper Quot(R) von R.

BEWEIS :

Setze K = Rp\o. Die Abbildung ts : R — K ist injektiv, weil (r,s)/ ~=0 &
Jt#0rt =0 & r=0. K ist ein Kérper, weil jedes £, das nicht Null ist, £ als
Inverses hat. O

Wenn R ein Integritétsbereich ist, ist R[X] ebenfalls ein Integritétsbereich.
Die Gradfunktion deg() erfiillt hier die Rechenregeln

deg(fg) = deg(f)deg(g)
deg(f+g) < max{deg(f),deg(g)}-

Fiir einen Korper K nennt man den Quotientenkorper
K(X) = Quot(K[X])

den rationalen Funktionenkdrper iiber K. Die Gradfunktion setzt sich per

deg (g) = deg(f) — deg(9)

auf K(X) fort.

Lemma 2.4.3 FEin Polynom n—ten Grades (n > 0) dber einem Integrititsbe-
reich R hat héchstens n Nullstellen in R.
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BEWEIS :
Sei f ein Polynom von Grad n. Wir dividieren f solange wie mdoglich durch
lineare normierte Polynome,

f=K=-a)- (X —am)g.
Nach hat g keine Nullstelle mehr. Weil R ein Integritétsbereich ist, sind

die a; genau die Nullstellen von f und natiirlich ist m < n. |

Folgerung 2.4.4 Ein Polynom von Grad n iber einem Integrititsbereich R
ist durch seine Werte f(ag), ..., f(an) an n + 1 verschiedenen Stellen a; € R
eindeutig bestimmdt. |
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2.5 Primideale

Definition Sei R ein (kommutativer) Ring. Ein mazimales Ideal M von R ist
ein echtes Ideal, das in keinem anderen echten Ideal enthalten ist.

Aus 24T folgt sofort

Lemma 2.5.1 Ein Ideal M von R ist genau dann mazimal, wenn R/M ein
Kaérper ist.

BEWEIS :
Die Projektion R — R/M vermittelt eine Bijektion zwischen den Idealen von
R/M und den Idealen von R, die M enthalten. O

Welil ein Ideal genau dann echt ist, wenn es die 1 nicht enthlt, folgt aus dem
Zornschen Lemma leicht:

Lemma 2.5.2 Jedes echte Ideal von R ist in einem maximalen Ideal enthalten.
O

Definition FEin echtes Ideal P heifit prim (oder Primideal), wenn

abe P— a € P oderb € P.

Lemma 2.5.3 Fin Ideal P von R ist genau dann prim, wenn R/P ein Integri-
tatsbereich ist.

BEWEIS :
Klar. O

Lemma 2.5.4 Sei S eine nicht—leere multiplikativ abgeschlossene Teilmenge
von R, die die Null nicht enthdlt. Sei P ein Ideal von R, das disjunkt ist zu S
und mazimal ist mit dieser Eigenschaft. Dann ist P ein Primideal.

BEWEIS :

Wenn a und b nicht zu P gehoren, sind Ra + P und Rb + P zwei echte Erweite-
rungsideale, die daher nicht disjunkt zu S sein kénnen. Es gibt also s,t € R und
p,q € P, sodafs sa+p und tb+q zu S gehoren. Das Produkt (st)ab+saq+tbp+pq
gehort wieder zu S. ab kann dann aber nicht zu P gehoren. |

Maximale Ideale sind teilerfremd im Sinne der folgenden Definition.

Definition Zwei Ideale I und J von R heifien relativ prim (oder teilerfremd),
wenn
I+J=R.

Satz 2.5.5 (Chinesischer Restsatz) I...., I, seien paarweise teilerfremde
Ideale von R. Dann induziert die natirliche Abbildung

R— R/I; x---x R/I,
einen Isomorphismus zwischen R/(Iy N---N1,) und R/I} x --- x R/I,
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BEISPIEL:

Zl2 = Zg X Z4

BEWEIS :

Der Kern der Abbildung ist offensichtlich I; N---NI,. Es ist also nur die Sur-
jektivitat zu zeigen. Wir behandeln zuerst den Fall n = 2. Seien also a; und as
gegeben. Wir suchen ein a € R mit @ = a; (mod [;) und a = as (mod I).
Es gibt aber e; € I; und e; € I, mit e; +e; = 1. Es ist

_J1 (mod I) _J0 (mod Iy)
= { 0 (mod ) W4 &= { 1 (mod ).

Daraus folgt, dafs a = aie; + ases das gewiinschte leistet.

Fiir den allgemeinen Fall braucht man das folgende Lemma.
Lemma 2.5.6 Wenn J zu I, und Iy teilerfremd ist, dann auch zu I 1.
Hier bedeutet

L1,

das Produkt der Ideale I; und I,. Das Produkt ist definiert als das von allen
Produkten iyiy (iy € Ij,) erzeugte Ideal. (Man sieht leicht, daf I; I> gerade aus
allen endlichen Summen dieser Produkte besteht.) I I, ist ein Unterideal von
LN,

BEWEIS :
Wenn 71 +i; =1 und jo +ip = 1, ist (j1j2 + J1i2 +j2i1) + 4199 = 1. O

Aus dem Lemma folgt (induktiv), dak jeweils I; und J[;_, I; teilerfremd sind.
Es gibt also fiir jedes ¢ ein e; mit

o { 1 (mod Iz)
“=1 0 (mod TT, 1))

Wenn nun aq, .. ., a, gegeben sind, setzen wir a = aje; +- - - +ay,e, und erhalten
a=a; (mod I;)

fiir alle <. Damit ist [2.5.5] bewiesen. O
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2.6 Teilbarkeit

Definition Ein Integrititsbereich R mit einer Betragsfunktion
| |:R—>NU{-0c0}

heifit euklidischer Ring, wenn r = 0 & |r| = —oo und wenn der Satz von der
Division mit Rest gilt:
Fir alle f und g aus R, g #0 gibt es h,r € R mit

f=gh+r

und |r| < |g|.

BEISPIEL:
Z ist ein euklidischer Ring.

BEISPIEL:
Polynomringe K[X] iiber einem Korper K sind nach euklidisch.

BEISPIEL:
Z[i] ist euklidisch mit der Betragsfunktion

la + bi| = a® + b?.

Definition FEin Integrititsbereich R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal T
Hauptideal ist, das heifst von der Form

I = Ra.
Wir schreiben gelegentlich (a) fiir Ra.
Satz 2.6.1 Fuklidische Ringe sind Hauptidealringe.

BEWEIS :

Wenn I =0, ist I = (0). Wenn I # 0, wihlen wir ein g € I\ 0 mit minimalem
Betrag. Dann ist I = (g). Denn wenn wir ein f € I mit Rest r durch g dividieren,
mufs auch r zu I gehoren. Der Betrag von r kann aber nur dann kleiner sein als
lg|, wenn r = 0. O

a und b seien Elemente eines kommutativen Ringes R. Wir sagen b teilt a
bla

wenn a = be fiir ein ¢ € R. Wenn a und b sich gegenseitig teilen, heifen a und b
dquivalent, in Zeichen
an~b.

Die Menge der Aquivalenzklassen wird durch die Teilbarkeitsrelation zu einer
partiellen Ordnung mit kleinstem Element 1/~ = R* und groftem Element

0/~ = {0}.

Ein Element p # 0 heifst irreduzibel, wenn p keine Einheit ist und jeder Teiler
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von p entweder eine Einheit oder zu p dquivalent ist. Ein Korper hat keine irre-
duziblen Elemente. Die irreduziblen Elemente von Z sind gerade die Primzahlen
und ihre Negativen.

Fiir die von a und b erzeugten Hauptideale (a) und (b) bedeutet bla, daf
(a) C (b), und a ~ b, dak (a) = (b). p ist genau dann irreduzibel, wenn (p) ein
maximales Hauptideal ist. In Hauptidealringen also, wenn (p) maximal ist.

Wenn R ein Integritétsbereich ist (und a # 0), folgt aus a = be und b = ad,
daf dc = 1. Zwei Elemente sind also genau dann dquivalent, wenn sie durch
Multiplikation mit einer Einheit auseinander hervorgehen.

Definition FEin faktorieller Ring ist ein Integrititsbereich, in dem sich jede von
Null verschiedene Nichteinheit (bis auf Reihenfolge und Aquivalenz) eindeutig
als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lGft.

Wenn (p;) ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen der irreduziblen Elemente
ist, bedeutet das, dafs sich jedes von Null verschiedene Element eindeutig in der

Form
e[,
iel
mit einer Einheit € und natiirlichen Zahlen e;, schreiben l&fst.

Satz 2.6.2 Hauptidealringe sind faktoriell.

BEWEIS :
Sei a € R ungleich Null und eine Nichteinheit.

Existenz der Zerlegung;:

Wenn ag keine Zerlegung in Irreduzible hat, hat ag einen Teiler a1, der keine
Einheit, nicht dquivalent zu ag ist und ebenfalls keine Zerlegung in Irreduzible
hat. Man erhilt also eine unendliche echte Teilerkette ...as|a;|ag, die es in
Hauptidealringen nicht geben kann. Die Vereinigung der Hauptideale

(@)g C (1) C (a2) C ...
kann ndmlich kein endlich erzeugtes Ideal sein, also erst recht kein Hauptideal.
Eindeutigkeit
Fiir irreduzible p;, g; sei

Aa=pi---Pm=q - qn-

(p1) ist als maximales Ideal auch prim. Also muf eins der Elemente qi, ... ¢,
zu (p1) gehoren. Wenn zum Beispiel ¢; zu (p;) gehort, ist p; ein Teiler von g¢;.
p1 und ¢; sind dann dquivalent und es folgt, dafs auch ps...p, und g2 -..qn
dquivalent sind. Wenn wir so fort fahren, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis:
m = n und (nach einer Permutation der Indizes) p; ~ g¢;. a

Ringe, in denen jedes Ideal endlich erzeugt ist, heifien noethersch. Man sieht
leicht, daf ein Ring genau dann noethersch ist, wenn es keine unendliche, echt
aufsteigende Kette von Idealen gibt.
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In faktoriellen Ringen ist Rp genau dann prim, wenn p = 0 oder wenn p
irreduzibel ist. Die Umkehrung gilt in allen Integritdtsbereichen. Sei ndmlich
(p) prim und ungleich Null. Um zu zeigen, daf p irreduzibel ist, betrachten wir
einen Teiler a von p. Es gibt ein b mit p = ab. Weil (p) prim ist mufs p a oder b
teilen. Wenn p a teilt, sind a und p dquivalent. Sonst sind b und p dquivalent,
woraus in Integritédtsbereichen folgt, daf a eine Einheit ist.

Fiir von Null verschiedene p gelten die folgenden Implikationen.

Integritédtsbereiche

(p) maximal p irreduzibel

" (p)prim

Hauptidealringe faktorielle Ringe

In faktoriellen Ringen bildet R/~ mit der Teilbarkeitsrelation einen Verband.

Das Infimum von
a:erzn" und bzéHp;“
il i€l

ist der (bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte) gréfte gemeinsame Teiler

ggT(a,b) = (a,b) = [ o).
el

Das Supremum ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache

kgV(a,b) = [] oo,
icl
Es ist ggT(a,0) = a, ggT(a,1) =1, kgV(a,0) = 0 und kgV(a,1) = a.
Man definiert den ggT und kgV von mehr als zwei Ringelementen sinngemés.

Weil Ra + Rb das kleinste Ideal ist, das (a) und (b) enthélt, und Ra N Rb
das grofite Ideal, das in (a) und (b) enthalten ist, ist in Hauptidealringen

RggT(a,b) = Ra+ Rb und RkgV(a,b) = Ran Rb.

In Hauptidealringen sind also von teilerfremden Elementen erzeugte Ideale tei-
lerfremd. Das ist fiir faktorielle Ringe nicht mehr richtig. Wir werden gleich
sehen, daf fiir jeden Kérper K der Polynomring K[X;, X,] faktoriell ist. X;
und X, sind teilerfremd, die beiden Ideale (X;) und (X,) aber nicht. Denn
ihre Summe kann keine Polynome enthalten, die einen nicht—verschwindenden
konstanten Koeffizienten haben.

Wenn R faktoriell ist und die p; ein Vertretersystem der irreduziblen Elemen-
te von R, 1aft sich jedes von Null verschiedene Element des Quotientenkdrper
K eindeutig in der Form

e[]»5 .

icl
mit einer Einheit € und ganzen Zahlen e; schreiben. Der Begriff der Teilbarkeit
145t sich sinnvoll auf K fortsetzen. Man definiert fiir b,a € K

alb
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wenn b € Ra. Es ist also
R={z € K |1z}

Die Begriffe ggT und kgV iibertragen sich unmittelbar auf Elementé® von K.
Wir merken uns die Regel

(2.1) ggT(za,zb) = x ggT(a,b)
Satz 2.6.3 Wenn R faktoriell ist, ist auch R[X] faktoriell.

Folgerung 2.6.4 Fir jeden Korper K ist K[X1,...,X,] faktoriell.

BEWEIS (von 2.6.3):

K gsei der Quotientenkorper von R. Wir definieren den Inhalt eines Polynoms f
aus K[X] als den groften gemeinsamen Teiler der Koeffizienten:

Inhalt(ap, X" + ... 4+ ao) = ggT(an,...,ap).

f gehort genau dann zu R[X], wenn sein Inhalt zu R gehort. Ein Polynom heifit
primitiv, wenn Inhalt(f) = 1. Aus 2] folgt, dafs (in K[X]) jedes Polynom zu
einem primitiven Polynom &quivalent ist.

Sei (f;)ier ein Repriisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen irreduzibler
Polynome aus K[X]. Wir haben gerade gesehen, dafl wir annehmen kénnen, daff
die f; primitiv sind. Die f; sind dann irreduzibel in R[X], weil jeder Teiler r € R
von f; den Inhalt von f; teilen muf und also eine Einheit sein muf.

Sei g € R[X]\ {0}. Weil K[X] faktoriell ist, l&fst sich g eindeutig als

(2.2) g=r H fi

iel

fiir ein » € K schreiben. Aus dem nichsten Lemma folgt, daff r gleich dem
Inhalt von g ist und also zu R gehéren mufs. Daraus folgt, daf sich g eindeutig
in Potenzen der f; und in irreduzible Elemente von R zerlegt.

Lemma 2.6.5 (Gauﬁlg) Das Produkt von primitiven Polynomen ist primitiv.

BEWEIS :

f und g seien primitiv und p ein irreduzibles Element von R. Wir bezeichnen mit
f,gund fg die homomorphen Bilder von f, g und fgin R/(Rp)[X]. Weil f und g
primitiv sind, sind f und g ungleich Null. R/(Rp) ist aber ein Integritiitsbereich,
woraus folgt, daf fg = fg ungleich Null ist. Das bedeutet, daf p den Inhalt von
fg nicht teilt.

Damit haben wir gesehen, dafs der Inhalt von fg keinen irreduziblen Faktor hat.
fg ist also primitiv. O

8Man sollte aber nicht vergessen, dak ggT und kgV nicht nur von K, sondern von R
abhingen!
9Karl Friedrich Gauf (1777-1855)



Kapitel 3

Korper

3.1 Grundlagen

Sei K ein Korper. Der Durchschnitt aller Unterkdrper von K ist der kleinste
Unterkorper von K, der Primkérper von K.

Satz 3.1.1 Der Primkérper von K ist entweder isomorph zu Q oder isomorph
zu Iy, fir eine Primzahl p.

BEWEIS :
Betrachte den kanonischen Ringhomomorphismus

m:7— K,

der z auf z -1 abbildet. Das Bild ist der kleinste Unterring Z - 1 von K, ein
Integritétsbereich. Der Kern von 7 ist also ein Primideal von Z. Es gibt zwei
Fille

1. ker(w) = 0. Dann ist Z - 1 isomorph zu Z. Der Primkérper ist dann der
Quotientenkdrper von Z - 1 und isomorph zu Q.

2. ker(m) = Zp fiir eine Primzahl p. Dann ist Z - 1 =2 F,, der Primkorper.

a

Wenn der Primkorper Q ist, sagen wir, dafs K die Charakteristik 0 oder
unendliche Charakteristik hat. Wenn der Primkdrper F, ist, ist p die Charak-
teristik. Die Charakteristik von K ist also die Ordnung von 1 in der additiven
Gruppe von K.

Eine Korpererweiterung
K/k

51
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besteht aus einem Kérper K und einem Unterkorper k. Zwei Koérpererweiterun-
gen K/k und K'/k heifien isomorph (iiber k), wenn es einen Isomorphismus
¢ : K — K' gibt, der auf k identisch operiert.

Sei aq,...,a, eine Folge von Elementen von K. Wir bezeichnen mit
klay,...,an] = {f(a1,-..,a,) | f € k[X1,..., X,]}
den von k und ay,...,a, erzeugten Teilring von K und mit
k(ay,...,a,) = Quot(klai,...,a,])
{H fr9 € K[X1,..., Xl g(a) # o}

den von k und aq,...,a, erzeugten Unterkorper.

K heift einfach, wenn K = k(a) fiir ein a € K. a heifst dann primitives
Element von (K/k).

Definition Fin Element a € K heifit algebraisch iber k, wenn a Nullstelle
eines von Null verschiedenen Polynoms f € k[X]. Wenn a nicht algebraisch ist,
heifit a transzendent uber k.

Sei f ein irreduzibles Polynom aus k[X]. Weil (f) maximal ist und & nur in 0
schneidet, ist K = k[X]/(f) ein Oberkérper von k. Sei a die Nebenklasse X +(f)
von X. Dann ist K = k[a] = k(a) und a ist eine Nullstelle von f, denn

fla) = F(X + () = F(X) + (f) = ()-

Satz 3.1.2 Sei K/k eine einfache Korpererweiterung mit primitivem Element
a.

1. Wenn a algebraisch ist, ist K = k[X]/(f) fir ein eindeutig bestimmtes
normiertes Polynom f in k[X]. f ist irreduzibel und heifit das Minimal-
polynom wvon a tber k.

2. Wenn a transzendent iber k ist, ist K dber k isomorph zum rationalen
Funktionenkérper k(X).

BEWEIS :

Betrachte den Einsetzungshomomorphismus 7 : f(X) — f(a). k[a] ist das Bild
von 7 und der Kern I besteht aus allen Polynomen f € k[X], die a als Nullstelle
haben. Nach dem Homomorphiesatz ist k[a] = k[X]/I.

Wenn I = 0, ist a transzendent iiber k£ und k[a] =2 k[X]/0 = k[X]. k(a) ist
als Quotientenkorper von k[a] isomorph zu k(X).

Wenn I # 0, wird I von einem (eindeutig bestimmten) normierten Polynom
f erzeugt. Weil k[a] ein Integritdtsbereich ist, ist (f) prim und daher f irredu-
zibel. Es folgt, daf (f) maximal ist. Das heift, daf k[a] schon ein Korper ist:
K = k[a]. O

Sei f € k[X]\ 0 und I ein Primideal von k[X]. Dann ist I = (f) genau dann,
wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:
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e f ist Polynom von minimalen Grad in I\ 0.

o f ist irreduzibel und gehort zu 1.
Wenn a Element eines Oberkorpers ist, und f normiert, ist f genau dann Mi-
nimalpolynom von a iiber k, wenn

e g Nullstelle von f ist und f unter diesen Polynomen minimalen Grad hat.

Oder dquivalent:

e wenn a Nullstelle von f und f irreduzibel ist.

Sei
KclL

eine Korpererweiterung. Dann ist L auf natiirliche Weise ein K—Vektorraum
L. Die Dimension dieses Vektorraums ist der Grad der Korpererweiterung:

[L: K]=dimg L

BEISPIEL:
Die Monome 1, X, X2 ... bilden eine Basis von k[X] iiber k. k(X) hat also
unendlichen Grad iiber k.

BEISPIEL:

Sei f € k[X] ein normiertes irreduzibles Polynom von Grad n. Wegen
1aft sich jedes Element von k[X]/(f) durch ein eindeutig bestimmtes Polynom
von kleinerem Grad reprisentieren. Die Nebenklassen von 1, X, ..., X" ! bilden
also eine Basis von k[X]/(f) iiber k. Es folgt, daf

[k(a) : k] = n,
wenn a algebraisch iiber k ist und n der Grad des Minimalpolynoms.
Satz 3.1.3 Sei

FCKcCL

ein Turm von Korpererweiterungen. Dann ist

[L:K]|[K:F]=][L:F].

BEWEIS :
Aus einer Basis (a;);er von Kr und einer Basis (bj)jes von Lg gewinnt man
eine Basis (a;b;)(; j)erxs von Lr. Denn jedes Element [ von L lifit sich eindeutig

schreiben als
1= kb
JjeJ
und die k; lassen sich eindeutig schreiben als

k?j = Z fiyjai.

i€l
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Wir erhalten eine eindeutige Darstellung

l= Z f,',ja,'b]‘.

(i,j)eIxJ

d

Definition Fine Kdrpererweiterung K/k heifft algebraisch, wenn jedes Ele-
ment von K algebraisch iber k ist und endlich, wenn [K : k] endlich ist.

Satz 3.1.4 Sei K/k eine Kdrpererweiterung. Dann sind dquivalent:

a) K/k ist endlich.

b) K/k ist endlich erzeugt und algebraisch.

¢) K/k wird von endlich vielen iber k algebraischen Elementen erzeugt.

BEWEIS :

@bl Wenn K/k endlich ist, ist K als k—Vektorraum, erst recht also als Kérper-
erweiterung von k endlich erzeugt. Fiir jedes a € K ist [k(a) : k] endlich,
a also algebraisch iiber k.

bl-@ klar
@ Sei K = k(ay, ..., ay) fir a;, die algebraisch tiber &k sind. Dann sind alle
Erweiterungen

Kar,- . aie1) Kar, .., 01
endlich. Mit B T3l folgt, dafs K/k endlich ist.

Folgerung 3.1.5 Sei FF C K C L ein Korperturm. Wenn die Erweiterungen
L/K und K/F algebraisch sind, ist auch L/F algebraisch.

BEWEIS :

Sei a ein Element von L und f das Minimalpolynom von a iiber K. Sei K' die
von den Koeffizienten von f erzeugte Erweiterung von F. Dann ist mit K'(a)/K'
und K'/F auch K'(a)/F endlich. Es folgt, dafs a algebraisch iiber F ist. a
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3.2 Der algebraische Abschlufs

Ein Korper K heiflt algebraisch abgeschlossen , wenn jedes nicht—konstante Poly-
nom aus K[X] eine Nullstelle hat. Aus 23 3lfolgt, daft K genau dann algebraisch
abgeschlossen ist, wenn jedes normierte Polynom f € K[X] in Linearfaktoren
zerfallt:

fX)=(X—a1)... (X — an).

ai,...,an sind (mit ihrer Vielfachheit gezihlt) die Nullstellen von f.

Definition FEine algebraisch abgeschlossener, algebraischer Erweiterungskor-
per K von k heifit algebraischer Abschluf von k.

Satz 3.2.1 Jeder Kérper k hat einen algebraischen Abschlufl K. K ist bis auf
Isomorphie diber k eindeutig bestimmit.

BEWEIS :

Existenz

Wir bemerken zunéchst, dafs es zu je endlich vielen nicht—konstanten Polynomen
fis--., fn € E[X] einen Oberkérper F von k gibt, in dem fi,..., f, Nullstellen
haben: Wir wihlen einen irreduziblen Faktor g4 € k[z] von f; und setzen ki =
k[X]/(g1). Dann hat g; und damit f; eine Nullstelle in k. Dann erweitern wir
k1 zu einem Korper k-, der eine Nullstelle von f> enthélt und so weiter.

Sei {f; | i € I} die Menge aller nicht—konstanten Polynome aus k[X]. Sei I
das im Polynomring
R = k[Xi]ier

von den Polynomen f;(X;) erzeugte Ideal. Wir zeigen, dal I ein echtes Ideal
ist: Sonst gibt es Polynome f;, (X;,),. .., fi, (X;,) aus denen sich 1 kombinieren
1aRt:

(3.1) L=g1fi, (X)) + .-+ gnfin (Xi,)
(915---,9n € R). Sei F ein Oberkorper von k, in dem f;, (X),..., fi, (X) Null-
stellen o, ..., a, haben. Wenn wir die X;,,...,X; durch a4,...,a, und die

iibrigen Variablen (zum Beispiel) durch 0 ersetzen, wird die rechte Seite von in
B Null, was nicht moglich ist.

Wir kénnen also I zu einem maximalen Ideal M erweitern. K3 = R/M ist
ein Oberkorper von k und wird iiber £ von den Nebenklassen X; + M erzeugt,
die jeweils Nullstelle von f; sind. Man konstruiert ebenso einen algebraischen
Oberkérper Ky von K, in dem alle nicht—konstanten Polynome aus K;[X] eine
Nullstelle haben, und so weiter. Die Vereinigung der Kette

KiCKyCKs...
ist algebraisch iiber k£ und algebraisch abgeschlossen.
Eindeutigkeit

Sei K' ein zweiter algebraischer Abschlufs von k. Sei ¢ : L — L' ein maximaler
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Isomorphismus zwischen zwei Zwischenkérpern L und L'. (Man findet ¢ mit
Zorns Lemma.)

K 1l
L ¢ L
e g

Um zu zeigen, daft L = K betrachten wir ein Element a € K. Sei
f:a0+a1X+...+X"

das Minimalpolynom von a iiber L und

(f) = #(ao) + ¢(ar)X + X"

das Bild von f in L'[X]. Sei a’ eine Nullstelle von ¢(f) in K'. Weil ¢(f)
das Minimalpolynom von a’ iiber L’ ist, kann man ¢ zu einem Isomorphismus
L(a) — L'(a') fortsetzen. Wegen der Maximalitét von ¢ ist L(a) = L. Ebenso
(durch Vertauschen der Seiten) zeigt man, dak L' = K'. a

Wir bezeichnen den algebraischen Abschluf von k mit k.

Folgerung 3.2.2 Jede algebraische Erweiterung K von k lift sich iber k iso-
morph in den algebraischen Abschluf$ k einbetten.

BEWEIS :
K ist auch algebraischer Abschluf von k. |

Sei ¢ : K — L ein Isomorphismus iiber k von zwei Zwischenkdrpern k C
K, L C k. Weil k algebraischer Abschluff von K und L ist, 1dft sich ¢ zu einem
Automorphismus ¢ von k iiber k fortsetzen. Wir bezeichnen die Gruppe die-
ser Automorphismen mit Aut(k/k). Allgemein bezeichnen wir die Gruppe aller
Automorphismen von F, die alle Elemente des Unterkorpers k fixieren, mit

Aut(F/k).

Sei f ein normiertes Polynom in k[X]. In k[X] zerfillt f in Linearfaktoren
fFX)=(X—-a1)... (X —ay).
Wir nennen k(ay,...,a,) den Zerfillungskorper von f {iber k.

Satz 3.2.3 Eine endliche Korpererweiterung K/k (in k) ist genau dann ein

Zerfallungskorper, wenn sie normal ist: Jedes ¢ € Aut(k/k) bildet K auf sich
ab.
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BEWEIS :

Zerfallungskorper sind normal, weil jedes ¢ € Aut(%/ k) die Menge der Nullstel-
len von f auf sich abbildet.

Sei K /k normal. Wir wihlen ein Erzeugendensystem

K =Fk(by,...,by).
Fiir jedes b; sei f; das Minimalpolynom von b; iber k. Fiir jede Nullstelle a von
fi ist

Es gibt also ein ¢ € Aut(E/k), das b; auf a abbildet und es folgt o € K. K
enthélt also alle Nullstellen der f; und ist daher der Zerféllungskdrper von

f=h - fk
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3.3 Separable Erweiterungen

Satz 3.3.1 Sei K/k eine endliche Kérpererweiterung. Dann gibt es hichstens
[K : k] viele isomorphe Einbettungen von K in k iber k.

Wenn wir den Separabilititsgrad [K : ks als die Zahl aller isomorphen Einbet-
tungen von K in k {iber k definieren, schreibt sich der Satz als

[K : k] < [K : K]

Zum Beweis zeigen wir zuerst

Lemma 3.3.2 Fir jedem Kérperturm

FCcKcCL
18t
[L: K|s[K : Fls =[L: Fls.
BEWEIS : _
Wir kénnen annehmen, daf K ein Unterkorper von F ist. ¢y, ..., ¢p, seien die

Einbettungen von K in F iiber F'. Wir setzen jedes ¢; zu einem ¢; € Aut(ﬁ/F)
fort. Weiterhin seien 11, ..., 1, alle Einbettungen von L in F iiber K. Dann ist

iy, (i=1,....m;j=1,...,n)

eine wiederholungsfreie Aufzihlung aller Einbettungen von L in F iiber F. O

BEWEIS von B3}
Wenn K = k(a) eine einfache algebraische Erweiterung ist, liefert jede Nullstelle

b € k des Minimalpolynoms f von a iiber k eine isomorphe Einbettung K —
k(b) C k, die a auf b abbildet. Es ist also

[k(a) : k]s = Zahl der Nullstellen von f < deg(f) = [k(a) : k].
Fiir eine beliebige endliche Erweiterung
K =k(ai,...,a,)
folgt die Behauptung aus
[K(a1,...,ai41) : K(a1,...,a;)]s < [K(a1,...,a;41) : K(aq,...,a;)]

mit .13 und B.3.2 O

Definition Fine endliche Kdrpererweiterung K/k heifst separabel, wenn

K : k)]s =[K : k]

Aus BT3 und folgt sofort
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Folgerung 3.3.3 Fiir jedem Kdirperturm
FCcKcCL

gilt: L/ F ist genau separabel, wenn L/K und K/F separabel sind. a
Definition a heifst separabel iber k, wenn k(a)/k separabel ist.

Eine einfache algebraische Korpererweiterung k(a)/k ist separabel, wenn das
Minimalpolynom f von a tiber k keine doppelten Nullstellen hat (in k), das heift,
daf in der Zerlegung (in k[X])

fX) =X —a1)...(X —ay)

alle a; verschieden sind. Wir nennen nicht-konstante Polynome ohne doppelte
Nullstellen separabel.

Folgerung 3.3.4 Sei K/k eine endliche Kérpererweiterung. Dann sind dqui-
valent

a) K/k ist separabel
b) Alle Elemente von K sind separabel iber k

¢) K =k(a,...,a,) fir Elemente a;, die separabel iber k sind.

BEWEIS :

@b und Bl-@ folgen aus [3.3.3 und B.1.41

Wenn ay,...,a, separabel iiber k sind, ist jedes a; auch separabel {iber

k(ai,...,a;—1). Das Minimalpolynom von a; iiber k(ay,...,a;—1) kann ndmlich
als Teiler des Minimalpolynoms von a; iiber k keine doppelten Nullstellen haben.
Jetzt folgt aus B33 dak K /k separabel ist. Damit ist @—@ bewiesen. O

Definition Fiir Polynome
fX)=a+a X +...+a, X"
definieren wir die Ableitung durch

f(X)=ay+...+na, X" "
Man verifiziert leicht die Rechenregeln

1. f' =0, wenn f konstant ist.
2. (f+g9)=f+¢g
3. (fg)'=f'g+fg
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Lemma 3.3.5 FEin nicht-konstantes Polynom f ist genau dann separabel, wenn
f und f' teilerfremd sind.

In Korpern der Charakteristik p kann auch fiir nicht konstante f die Ableitung
f' Null sein. Zum Beispiel ist

(XP —b) =0.

f und f’ haben dann den gemeinsamen Teiler f.

BEWEIS :
Wenn

ist

=3 TI(x —ay).

i=1 j#i

f und f’ sind genau dann nicht teilerfremd in %[X ], wenn einer der Faktoren
(X — ;) die Ableitung f’ teilt. (X — ;) zum Beispiel teilt f’ genau dann, wenn
es (X —ag)...(X — ay,) teilt, das heifit, wenn a; = o fiir ein j # 1.
Die Behauptung folgt nun aus der folgenden allgemeinen Bemerkung:

Bemerkung Sei f,g € k[X] und K ein Oberkdrper von k. Dann ist der grifite
gemeinsame Teiler h = ggT(f, g) von f und g in k[X] auch grofiter gemeinsamer
Teiler in K[X].

Das folgt leicht daraus, daf in Hauptidealringen a genau dann der ggT von b und
c ist, wenn a ein gemeinsamer Teiler von b und ¢ ist und a sich als a = zb + yc
darstellen laft. O

Folgerung 3.3.6 FEin irreduzibles Polynom hat genau dann mehrfache Nullstel-
len, wenn seine Ableitung das Nullpolynom ist. |

Wenn f' = 0 fiir ein nicht—konstantes Polynom, muf die Charakteristik p von
K endlich sein und f hat die Form g(X?).

Folgerung 3.3.7 In der Charakteristik Null sind alle endlichen Kérpererwei-
terungen separabel.

Satz 3.3.8 (Satz vom primitiven Element) Endliche separable Erweiterun-
gen sind einfach erzeugt.

BEWEIS : _
Sei K eine (in k enthaltene) separable Erweiterung von k. Wir betrachten fiir
jeden Zwischenkorper L die Menge

®; = {QS ‘K >k ‘ ¢ fixiert die Elemente von L}
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aller Einbettungen von K in k iiber L. Weil K separable Erweiterung von L ist,
gilt
|®L| =[K : L].

Wir kénnen L durch
L={x€ K| ¢(x)=x fiir alle p € 1.}

aus @, zuriickgewinnen, denn L' = {x € K | ¢(z) = « fiir alle ¢ € ®1} ist ein
Oberkoérper von L mit @7 = &y Es folgt [K : L'] = [K : L] und daraus L' = L.

Wir haben damit gezeigt, daf es nur endlich viele (< 2[K**]) Zwischenkérper
gibt. Den Fall, daf k endlich ist, behandeln wir im nachsten Abschnitt (B.43).
Wenn k unendlich ist, folgt aus dem néchsten Lemma, daff K ein Element a
hat, das in keinem echten Zwischenkorper liegt. Das heifit aber, daft K = k(a).

O

Lemma 3.3.9 Sei V' ein Vektorraum diber einem unendlichen Kérper k. Dann
ist V' nicht Vereinigung von endlich vielen echten UnterrdGumen.

BEWEIS :
Lineare Algebra. a
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3.4 Endliche Korper

Endliche Korper haben endliche Charakteristik. Wir betrachten in diesem Ab-
schnitt ab jetzt nur Korper der Charakteristik p # 0.

Lemma 3.4.1 Sei K ein Kérper der Charakteristik p. Dann ist die Frobenius-
abbildung
z = zP

ist eine isomorphe Abbildung von K auf einen Unterkérper von K.

BEWEIS :
Es gilt natiirlich (zy)? = 2Py? und

1

(z+y)P =2+ <p>w”_1y+...+ <pp 1>a:y”_1+yp:acp+yp,

1
usabbildung ist injektiv. Denn wenn a” = b, hat das Polynom

weil die Binomialkoeffizienten (%), ..., (pfl) durch p teilbar sind. Die Frobeni-

XP—b= (X —a)?
nur die (p—fache) Nullstelle a. O

Fiir jedes ¢ = p™ ist © — x? ebenfalls ein Isomorphismus, die n—te Potenz
des Frobeniusisomorphismus.

Ein Korper K heifit perfekt, wenn jedes Element eine p—te Potenz istD. Al
gebraisch abgeschlossene Korper und endliche Korper sind perfekt. In perfekten
Korpern ist die Frobeniusabbildung ein Automorphismus. Endliche Erweiterun-
gen perfekter Korper sind immer separabel. Denn inseparable irreduzible Poly-
nome haben die Form ¢g(X?). In perfekten Korpern sind solche Polynome p—te
Potenzen und konnen nicht irreduzibel sein.

Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p und n der Grad von K {iber
dem Primkérper . K hat dann p™ Elemente.

Satz 3.4.2 Fir jedes ¢ = p" (n > 1) gibt es genau einen endlichen Korper Fy
mit ¢ Elementen. F, ist der Zerfallungskérper von X4 — X dber F),

BEWEIS :

Die multiplikative Gruppe eines Kérpers mit ¢ Elementen hat die Ordnung g—1.
Also ist a?~! =1 fiir alle a € K* und a? — a = 0 fiir alle a € K. K besteht also
gerade aus allen Nullstellen von X?— X und ist also auch der Zerfdllungskorper.
Sei umgekehrt ¢ gegeben und

N:{$€E|Z’q:l’}.

1Ko6rper der Charakteristik 0 werden ebenfalls perfekt genannt
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Weil (X? — X)' = —1 hat X? — X keine doppelten Nullstellen. Also hat N
genau ¢ Elemente. Auf der anderen Seite besteht N aus den Fixpunkten des
Automorphismus z +— ¢ und ist daher ein Korper. O

Sei @ der Frobeniusautomorphismus von F,» und m ein Teiler von n. Dann
besteht F,» aus den Elementen von Fj., die von ®™ fixiert werden. Weil n
der kleinste Index i ist, fiir den ®* alle Elemente von F. fixiert, sind alle Auto-
morphismen ®°, &, ..., & ~1™ verschieden. Weil andererseits Aut (Fpn [Fpm)
hochstens - Elemente hat, folgt

Folgerung 3.4.3 F,» ist eine separable Erweiterung von Fym. Aut(Fyn /Fpm)
ist isomorph zu Zx und wird erzeugt von ®™.

Lemma 3.4.4 Sei K ein Koérper und G eine endliche Untergruppe von K*.
Dann ist G zyklisch.

BEWEIS :

Wenn G nicht zyklisch ist, enthilt G eine nicht—zyklische ¢—Gruppe S fiir eine

Primzahl ¢2 Der Sockel {s € S| s? = 1} hat mindestens ¢? viele Elemente. In

einem Korper kann aber die Gleichung X? —1 = 0 hochstens ¢ Losungen haben.
O

Folgerung 3.4.5 Die multiplikative Gruppe endlicher Korper ist zyklisch.

Insbesondere sind endliche Korper einfach erzeugt iiber ihrem Primkorper.

2Sonst ist zum Beispiel G = Z3 & Z2 & Zs 2 Zsgo.



64

3.5 Galoistheorie

Definition FEine endliche Kdrpererweiterung K /k heifst galoissch® | wenn sie
normal und separabel ist. Die Gruppe Aut(K/k) aller Automorphismen von K
iber k heifit Galoisgruppe von K iiber k.

Uber Kérpern der Charakteristik 0 (oder allgemeiner iiber perfekten Kérpern)
sind also alle Zerfallungskdrper galoissch. Wenn F' ein Zwischenkorper ist, ist
auch die Erweiterung K/F galoissch.

Satz 3.5.1 (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei K eine galoissche Erweite-
rung von k. Die Abbildung

F — Aut(K/F)

liefert eine Bijektion zwischen der Menge der Zwischenkérper von K/k und
der Menge der Untergruppen der Galoisgruppe Aut(K/k). Die Umkehrabbildung
wird gegeben durch
G — Fix(G),
wobei
Fix(G) ={z € K | ¢(x) =z fiir alle ¢ € G}

der Fixkorper von G ist.

BEWEIS :
Daf F = Fix(Aut(K/F')), wurde schon im Beweis von [B.3.8 gezeigt. (Der Grund

war, daf
(3.2) [Aut(K/F")| = [K : F']

fiir alle Zwischenkorper F'.)

Es bleibt noch zu zeigen, daf jede Untergruppe G von Aut(K/k) von der Form
Aut(K/F) fiir einen Zwischenkorper F' ist. Wir machen dafiir natiirlich den
Ansatz F' = Fix(G). Klar ist zunichst, daf G < Aut(K/F). Wenn wir zeigen
kénnen, daf |G| > [K : F], folgt aus 3.2 die Gleichheit.

Sei a ein primitives Element der Korpererweiterung K/k :
K = k(a)

Die Menge
{¢(a) | ¢ € G}

der G-Konjugierten von q ist invariant unter den Automorphismen von G. Also
werden auch die Koeffizienten von

fX) = [T (X - ¢(a))
PeG

von allen ¢ € G festgehalten. Das heiflt f € F[X]. Weil a Nullstelle von f ist,
hat das Minimalpolynom von a iiber F' hichstens den Grad

deg(f) = 1G|.

3Evariste Galois (1811-1832)
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Also ist [K : F] < |G|. Damit ist alles bewiesen. O

Der Beweis zeigt auch, daf F' iiber k von den Koeffizienten von f erzeugt
wird, und daft f das Minimalpolynom von a iiber F ist.

Mit dem eben beschriebenen Galoiszusammenhang zwischen Zwischenkor-
pern F' und Untergruppen Aut(K/F) lassen sich viele Korpereigenschaften in
Gruppeneigenschaften {ibersetzen:

Seien F und F’ zwei Zwischenkorper und G = Aut(K/F) und G' = Aut(K/F")
die zugeordneten Gruppen.

1. Es ist klar, dak F' C F’ genau dann, wenn G’ < G. Der Galoiszusammen-
hang ist also ein Antiisomorphismus zwischen dem Verband der Zwischen-
kérper und dem Untergruppenverband. Daraus folgt, dafs

Awt(K/(FNF") =(G,G")
und
Aut(K/(FF")=GndG".

Dabei bezeichnet FF' den von F und F’ erzeugten Unterkorper von K
und (G, G') die von G U G’ erzeugte Untergruppe von Aut(K/k).

2. Wenn F' C F', ist
[F':F]=(G:G)

Folgerung 3.5.2 F sei ein Zwischenkdrper der Galoiserweiterung K/k. Dann
ist F/k genauw dann normal, wenn Aut(K/F) Normalteiler in Aut(K/k) ist.
Die Einschrankung

p= o F

induziert dann einen Isomorphismus zwischen Aut(K/k)/Aut(K/F) und
Aut(F/k).

BEWEIS :
Sei G = Aut(K/F) und ¢ € Aut(K/k). Dann gilt

Aut(K/go(F)) = G% .

Denn ein ¢ € Aut(K/k) fixiert alle y € ¢o(F) genau dann, wenn ¢(¢o(z)) =
$o(z), oder dquivalent: (¢, ' opo ) (z) = =, fiir alle z € F. Was aber bedeutet,

dak g5 o ¢po ¢y € G, oder dquivalent: ¢ € oGy’ = G .

Wenn F/k normal ist und ¢ € Aut(K/k), bildet ¢ | F den Korper F auf
sich ab. Die Einschrinkung liefert also einen Homomorphismus

p:Aut(K/k) — Aut(F/k).

p ist surjektiv, weil sich jeder Automorphismus von F'/k zu einem Automorphis-
mus von K fortsetzen ldfst. Der Kern von p ist gerade G. a
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3.6 Abelsche Korpererweiterungen

Definition FEine galoissche Kérpererweiterung mit abelscher (zyklischer) Ga-
loisgruppe heifit abelsch (zyklisch).

Die Nullstellen von X™ — 1 in K sind die n-ten Finheitswurzeln von K.
Wenn n nicht durch die Charakteristik p teilbar ist, ist X™ — 1 separabel und
hat (im algebraischen Abschluf K') n verschieden Nullstellen.

Die n-ten Einheitswurzeln bilden eine (nach B:44) zyklische Untergruppe
der multiplikativen Gruppe von K. Ein erzeugendes Element ¢ der Gruppe der
n—ten Einheitswurzeln in K heifst primitive Einheitswurzel. Es ist also

X'=1=X-DEX - X = ¢ ... (X =¢")

K (() ist der Zerfallungskorper von X™ — 1 iiber K.

Lemma 3.6.1 Sei ¢ primitive n—te Einheitswurzel. Dann ist K(¢)/K abelsch.
Die Galoisgruppe ist kanonisch isomorph zu einer Untergruppe der Finheiten-
gruppe 77 des Rings Z,,.

BEWEIS :

Wir nehmen zunéchst an, dafs n nicht durch die Charakteristik von K teilbar
ist. K(¢)/K ist dann separabel.

Sei

E={1,(...,¢""}

die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln. Die Einschriankungsabbildung
(3.3) Aut(K(¢)/K) — Aut(E)

ist ein Homomorphismus, der injektiv ist, weil K (¢) iiber K von E erzeugt wird.
Die Behauptung folgt aus der folgenden Bemerkung;:

Bemerkung Sei A eine (additive) zyklische Gruppe der Ordnung n. Dann
liefert die Abbildung
m +— Multiplikation mit m

einen Isomorphismus des Rings Z,, mit End(A). Die FEinheitengruppe von Z.,
entspricht dabei der Automorphismengruppe von A.

BEWEIS :
Sei A =Za und ¢ € End(A). Wenn ¢(a) = ma, ist

¢(za) = x(ma) = m(za)

fiir alle x € Z. m und m' liefern genau dann den gleichen Endomorphismus,
wenn
ma=m'a<= m=m' (mod n).

4X”k” — 1 hat n verschiedene Nullstellen.
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Wenn n nicht teilerfremd zur Charakteristik p ist, zerlegen wir n in ein Produkt
aus einer p-Potenz p* und einer Zahl n', die nicht durch p teilbar ist. Weil ¢ auch
n'—te Einheitswurzel ist, ist die Galoisgruppe isomorph zu einer Untergruppe
von Z7,. 77, wiederum ist isomorph zu einer Untergruppe von Z;, = Z;k x 7.

Wenn n sich in die Primfaktoren p{* ... p$* zerlegt, ist nach dem Chinesischen

Restsatz der Ring Z,, das direkte Produkt der Ringe Zpe; .
Zy ist ein Kérper. Zy ist daher zyklisch von der Ordnung p — 1. Z;. hat die
Ordnung (p — 1)p¢~*. Weil Z;, homomorphes Bild von Zj. ist, ist Zj. isomorph
zu einem direkten Produkt von Z7 und einer Gruppe der Ordnungﬁ p¢~l. In
der elementaren Zahlentheorie wird diese Gruppe genauer bestimmt: Fiir alle
Primzahlen p # 2 ist

Z;e = Zp_l D Zpe—l
und fiir p = 2

Zye 270 @ Lpe—.

Der folgende Satz zeigt, daf fiir K = Q und n = p* die Abbildung ([B.3) ein
Isomorphismus ist.

Satz 3.6.2 Wenn ( eine primitive p* —te Einheitswurzel ist, ist
Q) : Q) = (p—1)p*".

Die Korper der Form Q(() fiir Einheitswurzeln ¢ heifen Kreisteilungskirper.

BEWEIS :
Weil ¢ Nullstelle von

X 1

- k—1 . k—1
W:X(p DEE) L x =207 ¢ 41

f(X) =
ist, miissen wir zeigen, daf f irreduzibel ist. Wir zeigen stattdessen, dafs g(X) =
f(X+1) irreduzibel ist. Nehmen wir an, daf g(X) = r(X)s(X) fiir zwei normier-
te Polynome r,s € Q[X]. Weil Z faktoriell ist, geh6ren r und s schon zu Z[X]
(Ubung). Wenn wir zu dem homomorphen Bildern g,7,5 in Z,[X] iibergehen,
haben wir:

X+ -1 x?¥*

- — x0T
(X +1)pt =1 XPH!

9(X) =

7 und s miissen also beide eine Potenz von X sein. Es folgt insbesondere, dafs
der konstante Koeffizient von r und s jeweils durch p teilbar ist. Also mufs der
konstante Koeffizient von g durch p? teilbar sein. Der konstante Koeffizient von
g ist aber p. O

Satz 3.6.3 Sei K ein Korper, der alle n—ten Einheitswurzeln enthdlt, a € K
und « eine Nullstelle von X™ — a. Dann ist K(«) der Zerfillungskérper von
X™ — a dber K. Wenn n teilerfremd zur Charakteristik ist, ist K(a)/K eine
zyklische Erweiterung, deren Ordnung n teilt.

5Nach [LZ 1l ist Zj. direktes Produkt einer Gruppe der Ordnung p — 1 und einer Gruppe

e—1

der Ordnung p
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BEWEIS :
Sei E die Gruppe der n—ten Einheitswurzeln. Dann ist

{Ca|Ce E}

die Menge aller Nullstellen von X™ — a. K(«) ist also der Zerfallungskorper
von X" — a iiber K. Wenn n teilerfremd zur Charakteristik ist, gibt es n n-te
Einheitswurzeln und X™ — a ist separabel.

Ein Automorphismus ¢ € Aut(K(a)/K) ist bestimmt durch sein Bild

¢(a) = ea,

wobei e € E. Wenn ¢'(«a) = €'a, ist

P'(p()) = ¢'(e) = ed'(a) = e€'a.
Die Zuordnung
o e

definiert also einen Isomorphismus von Aut(K(a)/K) mit einer Untergruppe U
von E. i

Wir sagen, daft K (a) durch Adjunktion einer n—ten Wurzel entsteht.

Satz 3.6.4 Sei p eine Primzahl, verschieden von der Charakteristik, und K
ein Korper, der alle p—ten Einheitswurzeln enthdlt. Dann entsteht jede zyklische
Erweiterung von K vom Grad p durch Adjunktion einer p—ten Wurzel.

Die Bedingung, dafs die Erweiterung zyklisch sei, ist natiirlich redundant, weil
Gruppen von Primzahlordnung immer zyklisch sind.

BEWEIS :
Sei L zyklische Erweiterung vom Grad p. ¢g sei erzeugendes Element der Ga-
loisgruppe Aut(L/K). Wahle ein 8 € L\ K und betrachte die Konjugierten

Bo =B, B =d0(B),.--,Bp-1 =0 (B).

und das Polynom f(X) = o + /1 X + ... + 8,1 XP~'. Wenn fiir alle p-ten
Einheitswurzeln ¢ die Werte f(¢) in K liegen wiirden, miifste auch f in K[X]
liegen®. Es gibt also ein a = f(¢), das nicht in K liegt. Man hat also L = K ().
Man berechnet nun

go(a) =P+ BoC+ ...+ P =(a.

Daraus folgt ¢¢(aP) = aP, woraus wir schliefsen, da a? € K. O

Anhang
Wir beweisen noch eine allgemeinere Form von [3.6.4]

5Ein Polynom n-ten Grades lift sich aus seinen Werten f(a;) = b; an n + 1 verschie-
denen Stellen ao, . ..,an berechnen durch die Interpolationsformel f =3, . b; Hj;éi %
z J

Vergleiche dazu die Folgerung 2.4
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Satz 3.6.5 K sei ein Korper, der alle n—ten FEinheitswurzeln enthdlt, und n
teilerfremd zur Charakteristik. Dann entsteht jede zyklische Erweiterung von K
vom Grad n durch Adjunktion einer n—ten Wurzel.

BEWEIS :
Sei L zyklische Erweiterung vom Grad n, ¢ ein erzeugendes Element von
Aut(L/K) und ( eine primitive Einheitswurzel ¢ € K. Die Charaktere

id,¢,...,¢" ' L* - L*
sind nach dem néchsten Lemma linear unabhéngig. Insbesondere ist
id+Cp+- -+ (""" £0.
Es gibt also ein § € L* fiir das
a=p+CoB)+--+ (" H(B) #0.

Man berechnet leicht, daf ¢(a) = (~'a und daher

#(@) = o
Daraus folgt einerseits, daf a von keinem der Automorphismen ¢,...,¢" !
fixiert wird. Also ist L = K(a). Andererseits folgt wieder o™ € L. O

Sei G eine Gruppe und K ein Kérper. Wir nennen Homomorphismen G —
K* Charaktere.

Lemma 3.6.6 (Artind’Lemma) Jede Menge von Charakteren G — K ist
K-linear unabhdngig.

BEWEIS :
Nehmen wir an die Charaktere oy, ...,0, wiren linear abhéngig und sei n mi-
nimal gew&hlt. Sei

a101(g) + -+ + apon(g) = 0

eine nicht-triviale Relation. Fixiere ein h € G. Wenn man §; = o;(h) setzt,
erhalten wir durch Einsetzen von hg die neue Relation

a14101(9) + - + anfBnon(g) = 0.
Wir subtrahieren das 3,—fache der ersten Gleichung und erhalten
aq (/61 - ﬂn)o-l (g) +ee anfl(/gnfl - ﬁn)anfl(g) =0.

Wenn man h so gewihlt hat, daf nicht alle 3; gleich sind, ist die Gleichung
nicht—trivial und wir haben einen Widerspruch zu Minimalitdt von n. a

"Emil Artin (1898-1962)
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3.7 Anwendungen

3.7.1 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wir fassen C als Zeichenebene auf. Ein Punkt z ist aus einer Menge E C C
konstruierbar, wenn man von den Punkten aus E ausgehend z mit Zirkel und
Lineal konstruieren kann. Wir bezeichnen mit E? die Menge aller aus F kon-
struierbaren Punkte.

Lemma 3.7.1 Sei E C C eine Menge, die 0 und 1 enthdlt. Dann ist E? der
kleinste Unterkorper K von C, der E enthdlt und quadratisch abgeschlossen ist.

Dabei heifst K quadratisch abgeschlossen, wenn jedes Element eine Quadratwur-
zel in K hat.

BEWEIS :

Man kann komplexe Zahlen (mit den Hilfspunkten 0 und 1) leicht geome-
trisch addieren, multiplizieren und aus ihnen Quadratwurzeln ziehen. Umge-
kehrt, wenn man den Schnittpunkt von Geraden und Kreisen algebraisch be-
rechnet, geniigt es, quadratische Gleichungen zu 16sen. O

Folgerung 3.7.2 Wenn K C C ein Kdrper ist, dann ist fir alle « € K9"?, der
Grad [K (a) : K] eine Potenz von 2.

BEWEIS :
a liegt in einem Korper, der aus K durch eine Folge von Adjunktionen von
Quadratwurzeln entsteht. O

Folgerung 3.7.3

1. Delisches Problem
Aus 2 lafst sich nicht mit Zirkel und Lineal die dritte Wurzel ziehen.

2. Winkeldreiteilung
FEs lassen sich nicht alle Winkel mit Zirkel und Lineal dreiteilen.

BEWEIS :

X3 — 2 ist irreduzibel im Q[X], weil 2 keine dritte Potenz in Q ist. Also ist
[Q(¥/2) : Q] = 3. Eine komplexe Zahl a € C der Linge 1, die transzendent ist,
liefert einen Winkel, der nicht dreiteilbar ist, weil a keine dritte Potenz in Q(a)
ist. |

Satz 3.7.4 (Gauss) Das regulire n—Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn

n= 2kp1 - D
wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen der Form 2¢ + 1 (Fernwts‘chéE
Primzahlen) sind.

8Pierre de Fermat (1601-1665)
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BEWEIS :
Das reguldre n—Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
die primitive n—te Einheitswurzel ¢ in Q9" liegt. Sei

" e
n=p'...p,

die Primfaktorzerlegung von n. Weil die Gruppe der n—ten Einheitswurzeln das
direkte Produkt der Gruppen der p;‘-ten Einheitswurzeln (fir i = 1,...,k)
ist, gehort ¢ genau dann zu Q"*, wenn alle p;‘—ten Einheitswurzeln zu Q"?
gehoren. Wir kénnen also annehmen, daff n = p° eine Primzahlpotenz ist.

Nach ist [Q(¢) : Q] = (p— 1)p°~!, also genau dann eine Zweierpotenz,
wenn p = 2 ist oder wenn n = p eine Fermatsche Primzahl ist. Es bleibt zu
zeigen, dak ¢ € QU wenn [Q(¢) : Q] eine Zweierpotenz ist. Das folgt aus der
folgenden Uberlegung:

Sei L/K eine galoissche Erweiterung, deren Grad eine Zwelerpotenz ist.
Dann ist Aut(L/K)) eine 2-Gruppe. 2-Gruppen sind auflésbar (sogar nilpo-
tent (1.9.2)). Also hat Aut(L/K) eine Normalreihe, deren Faktoren isomorph
zu Zs sind. Die zugehorigen Fixkdrper bilden eine Folge

K=KyCK,C..CK,=1L
von normalen Erweiterungen vom Grad 2. K;,; entsteht also durch Adjunktion
einer Quadratwurzel. Also ist L C K9u2,

In unseren Fall [Q(¢) : Q] miissen wir von keinen Gebrauch machen,
weil die Galoisgruppe abelsch ist. O

WEeil fiir ungerade m das Polynom X" + 1 ein Teiler von X™" + 1 ist, kann
2¢ + 1 nur dann eine Primzahl sein, wenn 4 eine Zweierpotenz ist. Fiir i =
1,2,4,8,16 erhdlt man tatséchlich die Fermatschen Primzahlen

3,5,17,257, 65537.

Die Konstruktion des regulidren 5-Ecks findet sich bei Euklid®. Das regulére
17-Eck wurde von Gauss konstruiert.
Ob es andere Fermatsche Primzahlen gibt, ist unbekannt. Die Faktorisierung

232 4+ 1 =641 - 6700417

stammt von Euler.

BEISPIEL:
Als ein Beispiel berechnen wir, wie man die primitive 5—te Einheitswurzel

27i

(=

durch Quadratwurzelziehen aus rationalen Zahlen errechnet.

z5 ={1,2,3,4} operiert als Galoisgruppe von Q(¢)/Q vermdoge

m—> O,

9Euklid (365 v.Chr. — 300 v.Chr.)
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wobei ¢, () = (™. Z5 ist als Einheitengruppe eines Korpers zyklisch und wird — weil
22=4#1 (mod5), von 2 erzeugt. Z} hat eine Untergruppe G der Ordnung 2, die
von 22 = 4 erzeugt wird. Weil ¢* das komplex konjugierte von ¢ ist, ist der zugehorige
Automorphismus ¢4 die komplexe Konjugation.

Sei K = Q(¢) N R der Fixkorper von G. Der Beweis von 351l zeigt, daft die
Koeffizienten des Minimalpolynoms

(3-4) (X=X =¢H=X"—(¢+¢HX +1
von ¢ liber K den Korper K iiber QQ erzeugen. Es ist also
K =Q(9)
fiir 6 = ¢ + ¢4
Die Galoisgruppe Z5/G von K/Q wird von ¢, erzeugt. Betrachte
ao = + ¢2(d)

und
o1 = (5 — ¢2 (5)
Man sieht wie Beweis von B.6.4, dak o und of rational sind. Mit Hilfe von
1+C+C+C+¢ =0
berechnet man, daft
a = ((+¢N+ (" +¢7) = -1
und A ) .
o =ag — 4+ N+ =14+ + ¢+ ) =5
Also ist

ar +ao Vb —1
2 2
(Weil § eine positive reelle Zahl ist, wahlen wir die positive Wurzel aus.)

J =

¢ erhalten wir als Nullstelle von (3.4) mit der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen oder mit der Methode von B.6.4] Wir wéhlen die zweite Methode:
G ist die Galoisgruppe von Q(¢)/K. Wir betrachten

ag=C+¢a(() =10
und
o =¢—a(¢) =¢—¢"
of? muf in K liegen, und in der Tat ist

of =¢ -2+ =-3-4.

Es ergibt sich

(= apt+aot  S+iVE+3  V5—1+iv2V5+10
o2 2 - 4
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3.7.2 Auflésung von Gleichungen durch Radikale

Definition FEine endliche Kérpererweiterung L/K heifst Radikalerweiterung,
wenn L aus K durch sukzessives Wurzelziehen entsteht.

L ist also genau dann Radikalerweiterung von K, wenn es eine Folge
a1,...q
von Elementen von L und natiirlichen Zahlen n; > 0 gibt, sodafs
(3.5) L=K(ay,...a)
und
al € K(a1,...a;—1)

firi=1,...,1.
Insbesondere erhélt man durch Adjunktion einer Einheitswurzel eine Radikaler-
weiterung.

Eine Gleichung
f(X)=0

fiir ein Polynom f € K[X], heifit aufldsbar, wenn alle Nullstellen von f in einer
Radikalerweiterung von K liegen.

Man sieht leicht, daft der von einer endlichen Familie von Radikalerweite-
rungen von K in K erzeugte Korper wieder eine Radikalerweiterung von K ist.
Wenn jede Nullstelle von f in einer Radikalerweiterung liegt, gibt es also eine
Radikalerweiterung, die alle Nullstellen von f enthélt.

Gleichungen zweiten Grades
X2 +aX+b=0

iber einem Korper der Charakteristik O sind immer auflésbar, wie die Losungs-

formel
a a\?2
2775 :l: (7) N
1,2 9 9 b

zeigt.

Satz 3.7.5 Sei K ein Kdrper der Charakteristik O und f € K[X]. Dann ist die
Gleichung

fl2)=0

genauw dann auflosbar, wenn die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers von f iber
K auflésbar ist.

BEWEIS :
Sei H der Zerfillungskdrper von f iiber K.

Wir nehmen zunéchst an, dafl H in einer Radikalerweiterung (3.3)) enthalten
ist. Das Erzeugnis aller isomorphen Bilder von L in K (iiber K) ist wieder eine
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Radikalerweiterung von K. Wir konnen also gleich annehmen, daf L normal
iiber K ist. Sei n ein gemeinsames Vielfaches der Exponenten nq,...,n; und ¢
eine primitive n—te Einheitswurzel. Dann sind nach B.6.1] und B.6.3] alle Stufen
des Korperturms

KCK(() CK(Caal) CK(C,al,ag) C... CK((,al,...,an) :L(C)

galoissch mit auflésbarer Galoisgruppe. Also ist Aut(L(¢)/K) auflésbar und die
Faktorgruppe Aut(L/K) ebenfalls.

Wenn umgekehrt Aut(H/K) auflosbar ist, gibt es eine Normalreihe mit zy-
klischen Faktoren von Primzahlordnung. Die zugehorigen Fixkorper

K=H CHy,C...CH,=H

bilden einen Korperturm von zyklischen Erweiterungen mit Ordnungen py,. ..,
Pr_1- Sein ein gemeinsames Vielfaches der p; und ¢ eine primitive n—te Einheits-
wurzel. H(() ist dann eine Radikalerweiterung von K. Denn einerseits entsteht
K({) aus K durch Adjunktion einer n-ten Wurzel von 1. Andererseits ist fiir
jedes i

H;i1(¢)/Hi(C)

eine Galoiserweiterung. Eine Element ¢ der Galoisgruppe wird bestimmt durch
seine Wirkung auf H;; 1. Aut(H;1(¢)/H;(¢)) ist also isomorph zu einer Unter-
gruppe von Aut(H;yi/H;). Der Grad unserer Erweiterung ist daher p; oder 1.
Mit B:6.4] ergibt sich, daf H;11(¢)/H;(¢) durch Adjunktion einer Wurzel ent-
steht. a

Folgerung 3.7.6 Gleichungen der Grade 1 bis 4 sind auflésbar.

BEWEIS :

Die Automorphismen des Zerféllungskorper von f werden dadurch bestimmt,
wie sie die Nullstellen von f permutieren. Die Galoisgruppe einer Gleichung n—
ten Grades ist also isomorph zu einer Untergruppe von S,,. Weil Sy, S,, S3 und
S4 auflosbar sind, sind auch ihre Untergruppen auflésbar. O

Wir werden im nichsten Abschnitt Gleichungen vom Grad 5 angeben, die
nicht auflosbar sind.

BEISPIEL:
Die Losung der Gleichung

(3.6) X*+aX?+bX +¢c=0

durch Radikale kann man durch zwei Substitutionen finden:
Setzt man X =Y — £, ergibt sich die Gleichung

(3.7) Y3 4pY +4q=0

ba

fﬁrp:—§+bundq:22—7a3— 2.

Durch die Substitution ¥ = Z — % erhalt man

p3

73 —
2773

+q¢=0
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oder, fiir Z3 = W, die quadratische Gleichung

3

2 _pr _
(3.8) W2+ qW — - = 0.
Aus jeder Nullstelle
q ¢ P
=14 L 8
wETEV Y T

von B8 und jeder dritten Wurzel /w von w erhalten wir eine Nullstelle

~ P
_ 3 _
YEVE T 3w

von B (Natiirlich sind nur 3 dieser 6 Nullstellen verschieden.)

3.7.3 Elementarsymmetrische Funktionen

Sei k ein Korper und K = k(ty,...,t,) der rationale Funktionenkérper iiber k
in den Unbestimmten ¢4,...,t,. Wir betrachten das Polynom

p(X) = (X —t1)--- (X —tp)
Die mit geeigneten Vorzeichen versehenen Koeffizienten von
p(X) = (=1)"s, + (=1)" s, 1 X +...— s X"+ X7,

die elementar symmetrischen Funktionen in n Variablen, sind Polynome in
t1,...,t, mit ganzzahligen Koeffizienten. Es istTd

51 = ti+-+t,
P ¢
z C{l,...,n} JET
|lz| =1
Sp = t1--tp.

Setze
F =k(s1,...,5,).

p(X) gehort zu F[X] und K ist der Zerfallungskorper von p iiber F. Weil p
separabel ist, ist die Erweiterung K/F galoissch.

Lemma 3.7.7
Aut(K/F) = Sym(ty,...,t,) =S,

BEWEIS :

Ein Automorphismus eines Zerfallungskorpers ist durch seine Wirkung auf den
Nullstellen eindeutig bestimmt. Also kénnen wir die Galoisgruppe von K/F' als
Untergruppe von Sym(t1,...,t,) auffassen. Sei umgekehrt 7 eine Permutation
der t;. m setzt sich fort zu einem Automorphismus von K iiber k. Weil 7 die
Faktoren von p nur permutiert, wird p und damit auch F' von 7 fixiert. = gehort
also zur Galoisgruppe von K {iber F.

10Man kénnte sinnvoll auch sg = 1 setzen.
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Folgerung 3.7.8 Wenn k die Charakteristik Null hat und wenn n > 5, ist die
Gleichung p(X) = 0 nicht auflosbar iber F.

BEWEIS :

Sy, ist nicht auflosbar, wenn n > 5 (vergleiche Seite B1)). O
Eine rationale Funktion f € k(t1,...,t,) ist symmetrisch, wenn fir alle

o€ES,

floy, - stom) = [t - s tn).

Folgerung 3.7.9 Jede symmetrische rationale Funktion lift sich rational in
den elementar symmetrische Funktion ausdriicken.

BEWEIS :
F ist der Fixkorper von Aut(K/F). |

Weil die iiber %k algebraisch unaubhéingigenlﬂ:I t1,...,t, algebraisch iiber
k(s1,...,8y) sind, kann man schliefen, daf auch die s; algebraisch unabhangig
iiber k sind. Daraus folgt, dafs eine Darstellung durch elementar symmetrische
Funktionen eindeutig ist.

BEISPIEL:

3 _ 43 2
1 —t; 81— 82

2 2
tl — tQ S1

Der Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen besagt, daf jedes symme-
trische Polynom ein Polynom in den elementar symmetrischen Funktionen ist.

HDas heikt, dak die Folge der t; keinen nichttrivialen algebraischen Gleichungen iiber k
geniigt.



Kapitel 4

Darstellungstheorie

4.1 Der Satz von Wedderburn

Wir fixieren einen, nicht notwendig kommutativen, unitdren Ring R.

Lemma 4.1.1 Sei M = M1®- - -®M,, eine direkte Zerlegung des R-Rechtsmoduls
M. Dann laft sich jeder Endomorphismus o« von M beschreiben durch eine Ma-
triz (o;;) aus Homomorphismen «;; : M; — M;. Wenn alle M; isomorph sind,
ist End(M) isomorph zum Matrizring M,,(End(M)).

BEWEIS :
Sei die direkte Zerlegung gegeben durch die Einbettungen €; : M; — M und die
Projektionen 7; : M — M;. Dann ist fiir jeden Endomorphismus «

o = E € QTG
ij

wobei a;; = m;ae;. Man sieht leicht, dafs die Verkniipfung von Endomorphismen
der Multiplikation von Matrizen entspricht:

aB = (D ai;Bir)
J
Wir fixieren Isomorphismen ¢; : M; — M;. Wenn wir jedem Homomorphismus
a;j » M; — M; den Endomorphismus
Qg = gbi_laijqﬁj € End(Ml)

zuordnen, gilt
o Bk = aijBik-

Daraus folgt die Behauptung. |

Definition Sei M ein R-Rechtsmodul.

77
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1. M heifst einfach, wenn M nicht Null ist und aufSer sich selbst und O keine
Untermoduln hat.

2. M heifit halbeinfach, wenn M von einfachen Untermoduln erzeugt wird.

Satz 4.1.2 FEin R—Rechtsmodul M ist genau dann halbeinfach, wenn jeder Un-
termodul ein direkter Summand ist.

BEWEIS :

Nehmen wir an, daf jeder Untermodul von M direkter Summand von M ist.
Es ist klar, daf auch jeder Untermodul diese Eigenschaft hat®, Zyklische Un-
termoduln # 0 haben maximale Untermoduln, deren Komplement einfach sein
muf. Also enthalt jeder nicht—triviale Untermodul einen einfachen Untermodul.
Sei U das Komplement des Erzeugnisses aller einfachen Untermoduln. Weil U
keinen einfachen Untermodul enthélt, muft U = 0 sein.

Fiir die Umkehrung betrachten wir ein halbeinfaches M und einen Untermo-
dul U. Wir wahlen einen maximalen Untermodul V', fiir den U NV = 0. Wenn
wir zeigen kénnen, daft U +V alle einfachen Untermoduln L enthélt, wissen wir,
dafs M =U 4+ V und V ein Komplement von U ist.

Wir kénnen annehmen, daff L ¢ V. Dann ist V + L grofer als V' und wegen
der Maximalitét von V ist U N (V 4+ L) # 0. Es folgt (U + V)N L # 0. Weil L
einfach ist, mufs (U + V)N L = L sein. O

Folgerung 4.1.3 Ein halbeinfacher Modul M ist direkte Summe von einfachen

Untermoduln.
M = @ L;
il
Die Zerlegung ist bis auf Permutation und Isomorphie eindeutig bestimm#2. Das

Erzeugnis aller L;, die zu einem festen L isomorph sind, hingt nicht von der
Zerlegung ab.

BEWEIS :

Sei (L;)ier eine maximale unabhéngige Familie von einfachen Untermoduln von
M. Sei U die (direkte) Summe der L; und V ein Komplement von U in M.
Nehmen wir an, dafs U # M. Dann ist V' # 0. Weil mit M auch V halbeinfach
ist, enthilt V einen einfachen Untermodul L. Wir kdnnten jetzt die unabhingige
Familie der L; durch L vergrofiern, was der Wahl der L; widerspricht. Also ist
U=M.

Die Eindeutigkeit folgt fiir endliche Zerlegungen aus dem Satz von Jordan—
Holder. Fiir unendliche Zerlegungen geht man vor wie beim Beweis des Spezi-
alfalls der Vektorrdume. a

Halbeinfache Moduln mit endlicher Zerlegung in einfache Moduln nennen
wir halbeinfach von endlicher Linge.

!Sei W ein Untermodul von U < M. Wenn M = W @ V,ist U = W & (VN U).
2Fiir jedes L ist die Zahl der ¢ mit L; & L unabhiingig von der Zerlegung.
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Satz 4.1.4 Der Endomorphismenring eines halbeinfachen Moduls endlicher Lin-
ge ist direktes Produkt von endlich vielen Matrizringen tiber Divisionsringen.

BEWEIS :

Wenn wir M direkt in Untermoduln zerlegen, deren einfache Untermoduln je-
weils untereinander isomorph sind, zerlegt sich der Endomorphismenring von M
entsprechend in ein direktes Produkt, weil es zwischen den verschiedenen Sum-
manden keine Homomorphismen geben kann. Das fiihrt dazu, dafs wir annehmen
konnen, dafs

M=I'g - --¢L"

fiir Moduln L¢, die alle isomorph sind. Aus ETTlfolgt End(M) = M, (End(L)).
Nach dem folgenden Lemma ist End(L') ein Divisionsring. a

Lemma 4.1.5 (Schurs®Lemma) Der Endomorphismenring eines einfachen
Moduls ist ein Divisionsring. m|

BEWEIS :
Sei M einfach und @ € End(M) nicht Null. Dann ist

e a(M) nicht Null. Also ist a(M) = M und « ist surjektiv.
e ker(a) # M. Also ist ker(a) = 0 und « ist injektiv.

Definition Fin Ring R ist halbeinfach, wenn Rg halbeinfach ist.

Satz 4.1.6 R ist genau dann halbeinfach, wenn alle R—Rechtsmoduln halbein-
fach sind. Wenn R halbeinfach ist, ist R direkte Summe von endlich vielen mini-
malen Rechtsidealen. Jeder einfache R—Modul ist isomorph zu einem minimalen
Rechtsideal von R.

BEWEIS :
Sei R halbeinfach und M ein Modul. M wird von seinen zyklischen Untermoduln
erzeugt. Zyklische Moduln sind aber Quotienten von R und daher halbeinfach.

R ist nach [£1.3] direkte Summe von minimalen Rechtsidealen L;. 1 ist schon in
einer endlichen Teilsumme enthalten, die dann schon ganz R sein muk.

Einfache Moduln sind zyklisch, also von der Form R/U. Wenn R halbeinfach
ist, hat U ein Komplement L und es ist R/U 2 L. |

Ein Modul M heifst irreduzibel, wenn M nicht Null ist und aufier sich selbst
und 0 keine direkten Summanden hat. Wenn R halbeinfach ist, sind alle irredu-
ziblen Moduln einfach.

Satz 4.1.7 (Satz von Wedderburnm) Jeder halbeinfache Ring ist direktes Pro-
dukt von endlich vielen Matrizringen tiber Divisionsringen.

31ssai Schur (1875-1941)
4Joseph Henry Maclagan Wedderburn (1882-1948)
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BEWEIS :
Jeder Ring R ist isomorph zum Endomorphismenring von Rg (Bemerkung S[36]).
O

Wir wollen uns iiberlegen, daf jedes endliche direkte Produkt von Matrixrin-
gen iiber Schiefkoérpern halbeinfach ist. Es geniigt dafiir natiirlich, ein einzelnes
M, (D) zu betrachten. Sei N; die Menge aller Matrizen, die hochstens in der
i—ten Zeile von Null verschiedene Eintrége haben. Die N; sind minimale Rechts-
ideale, es ist M,,(D) = N; @ --- @ N,, und R ist tatséchlich halbeinfach.

Man sieht leicht, dafs alle minimalen Rechtsideale die Gestalt
Ls, = {soz | z Zeilenvektor}

fiir einen Spaltenvektor so # 0 haben®. Fiir je zwei nicht—triviale Spalten sq
und s; ist die Abbildung spz — s;z ein Isomorphismus zwischen Ly, und Ly, .
Daraus folgt

Folgerung 4.1.8
R=M,,(D1) x -+ x My, (Dg)

hat bis auf Isomorphie genau k viele einfache Rechtsmoduln. a

Sei R = M,,(D) ein Matrixring iiber einem Schiefkérper und N; das oben
definierte minimale Rechtsideal. Weil sich alle Endomorphismen von N; zu En-
domorphismen von Rp fortsetzen lassen, werden alle Endomorphismen von N;
durch Linksmultiplikation mit geeigneten Elementen r = (d;;) von R darge-
stellt. Damit rN;y C Ni, mufl re; = §11e; sein und r operiert dann auf N;
einfach als Linksmultiplikation mit d;;. Es folgt, wie wegen des Beweises von
M1 nicht anders zu erwarten, daf End(N;) = D. Der D-Linksmodul N; ist
nicht anderes als der Vektorraum aller n—dimensionalen Zeilenvektoren und die
Endomorphismen von pN; sind Rechtsmultiplikationen mit Matrizen aus R.
Also ist R = EndPP(Ny). Das iibertrégt sich sofort auf Produkte von Matrix-
ringen iiber Schiefkorpern:

Folgerung 4.1.9 Sei L ein einfacher Rechtsmodul iiber einem halbeinfachen
Ring R und D der Endomorphismenring von L. Dann ist der natirliche Ring-
homomorphismus R — End Y’ (L) ein Epimorphismus. |

Natiirlich sind Matrixringe iiber Schiefkérpern auch als Linksmoduln {iber
sich selbst halbeinfachf. Also:

Folgerung 4.1.10 Wenn R halbeinfach ist, ist r R ein halbeinfacher R—Links-
modul. |

Folgerung 4.1.11 Eine halbeinfache endlich—dimensionale Algebra tiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper K ist direktes Produkt von Matrizringen
tber K.

5Tiir die i—te Einheitsspalte e; ist N; = Le;.
6Transponieren liefert M, yFP (D) = M, (D °PP).
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BEWEIS :

Sei R eine halbeinfache endlich-dimensionale K—Algebra. Dann ist R direk-
tes Produkt von Matrixringen M,, (D), fiir Divisionsringe D, die Endomorphis-
menringe von minimalen Rechtsidealen sind. Die D sind also selbst endlich—
dimensionale K—Algebren. Wir kénnen annehmen, daf K Unterkorper des Zen-
trums von D ist (vgl. Seite BY)). Wir werden zeigen, daf K = D. Sei a ein
beliebiges Element von D. Weil K im Zentrum von D liegt, ist der Unterring
K[a] kommutativ und, als Unterring eines Divisionsrings, ein Integritédtsbereich.
Weil K[a] endliche Dimension iiber K hat, ist a algebraisch iiber K. Wenn K
algebraisch abgeschlossen ist, muf a in K liegen. O
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4.2 Die Gruppenalgebra

Sei G eine Gruppe und V ein K—Vektorraum. Eine Darstellung von G in V ist
ein Homomorphismus p : G — Aut(V). Eine Darstellung macht V zu einem
G-Modul mit der Operation

GxV =YV,

definiert durch gv = p(g)(v). Ein G-Modul ist das gleiche wie ein Linksmodul
iiber der Gruppenalgebra K[G]. Alle Begriffe, die fiir Moduln geprigt worden
sind, iibertragen sich auf Darstellungen. Einfache Darstellungen zum Beispiel
sind Darstellungen, die als K[G]-Modul einfach sind.

Definition Die Gruppenalgebra K[G] ist eine K-Algebra, die G als Basis und
multiplikative Untergruppe enthdlt. K[G] ist also der Ring aller formalen Sum-
men

Z agg (ag € K, fast alle =0).
g€eG

Sei X eine Menge, auf der G von links operiert. Wir machen aus X einen
Vektorraum K[X], mit X als Basis. Die Elemente von G, die X permutieren,
definieren jetzt Automorphismen von K[X]. Man nennt diese Darstellung von
G die zu X gehorende Permutationsdarstellung. K[G], als G-Modul aufgefaft,
gehort zur Operation von G auf sich selbst durch Linksmultiplikation. Man
nennt dieses Darstellung die regulire Darstellung Vieg.

G operiert trivial auf U, wenn gu = u fiir alle g € G und v € U.
Ve ={veV |Vggv=ru}
ist der grofste Untermodul von V, auf dem G trivial operiert.

Aus G-Moduln V und W lassen sich auf vielfdltige Weise neue G-Moduln
bilden. Natiirlich ist V @ W wieder ein G—Modul. Die folgenden Konstruktionen
aber lassen sich nur fiir Gruppenalgebren durchfiihren. Der Dualraum

V*

wird durch die Definition (gA)v = A(g~'v) zu einem G-ModulZ. Dazu muf man
nachrechnen, daR (gh)A = A(gh)™' = Ah7lg™! = (hA)g~! = g(hA).

Auf dem Vektorraum
Hompg (V, W)

kann man G operieren lassen durch

Wir schreiben Homg (V, W) fiir Hom g (V, W). Man rechnet leicht nach, daf

Lemma 4.2.1

Homg (V, W) = Homg (V, W)“

g operiert also auf V* als das Duale des Inversen der Operation von g auf V.
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G operiert auf dem Tensorprodukt
VoW

durch g(v ® w) = (gv) ® (gw). Man sieht leicht, daf fiir endlich—dimensionale
V und W der natiirliche Isomorphismus zwischen Homg (V, W) und V* @ g W
ein Isomorphismus von G-Moduln ist.

Satz 4.2.2 (Satz von Maschke) Sei G endlich und K ein Korper. Dann ist
K[G] genau dann halbeinfach, wenn die Ordnung von G prim zur Charakteristik
von K ist.

BEWEIS :
Nehmen wir zuerst an, daf die Charakteristik p die Ordnung n von G teilt.
Sei Vieg = K[G] die reguliire Darstellung. Der Untermodul V,§, wird als K—

reg

Vektorraum von v = ) geG 9 erzeugt. Sei 1 Vieg — Vgg ein Homomorphis-

mus8. Wenn 7(1) = av, ist aber

m(v) =Y gn(1) =nx(1) = 0.

g€G

w ist also die Nullabbildung auf Vrgg. Es folgt, daf V,$, kein direkter Summand

reg

von Vg sein kann. Also ist K[G] nicht halbeinfach.
Wenn p kein Teiler von n ist, betrachten wir das Element
1
nG = n Z g-
e
Man rechnet leicht nach, daf fiir alle g gug = pgg = pg. Wenn G trivial auf V/
operiert, ist pugv = v fiir alle v € V. Daraus folgt sofort

Lemma 4.2.3 Die Multiplikation mit g projiziert V. auf VC.

Wir wollen zeigen, dafs jeder Untermodul W eines G—Moduls V' direkter Sum-
mand ist. Sei € : W — V die Inklusionsabbildung. Wir wihlen ein Rechtsinverses
mo € Hompg (V, W) mit mpe = 1. Setze m = H¢mg. Dann ist 7 € Homg(V, W)
und 7 ist ebenfalls ein Rechtinverses von e, weil

me = HomghGe =1 (mge) =41 =1
Daraus folgt die Behauptung® |
Angewendet auf den Korper der komplexen Zahlen ergibt sich

Satz 4.2.4 Die Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe G dber C ist direktes
Produkt von Matrizringen iber C.

8Gemeint ist natiirlich ein G-Modul-Homomorphismus.
9Fiir K = C ergibt sich ein anderer Beweis aus 3.8
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Die Faktoren entsprechen den Isomorphietypen Vy,. ..V}, der irreduzibler™ Dar-
stellungen. Ihre Anzahl k ist gleich der Zahl der Konjugationsklassen von G.

BEWEIS :

Der erste Teil des Satzes folgt aus dem Satz von Wedderburn, weil C algebraisch
abgeschlossen ist. Fiir den zweiten Teil beachtet man, daff das Zentrum eines
Matrixrings der Grundkorper selbst ist. Also ist die C-Dimension des Zentrums
von C[G] gleich der Zahl der Faktoren. Andererseits gehért ) a,g genau dann
zum Zentrum, wenn fiir alle h

Z aggh = Z Qag9,

geG geG

wenn also die Koeffizienten a, nur von der Konjugationsklasse von g abhéngen.
Es folgt, dak die Elemente ) gec 9 fiir Konjugationsklassen C' eine Basis des
Zentrums bilden. Daraus folgt die Behauptung. a

Folgerung 4.2.5 Die Dimension der i—ten irreduziblen Darstellung V; ist n;.
Es gilt
nznf#—---—}—ni.

Folgerung 4.2.6
Vieg = 17 @ - @ V™

10Man spricht von einfachen Darstellungen (im halbeinfachen Fall) gern als von irreduziblen
Darstellungen
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4.3 Charaktere

Wir betrachten in diesem Abschnitt endlich-dimensionale Darstellungen V einer
endlichen Gruppe G iiber C.

Definition Die Funktion xv : G — C, die jedem g € G die Spur Try (g) der
Operation von g auf V' zuordnet, heiffit der Charakter von V.

Es ist klar, dak xv (g) nur von der Konjugationsklasse von g abhéngt. Funktio-
nen G — C, die auf Konjugationsklassen konstant sind, heifsen formale Charak-
tere. Der Vektorraum I'¢ aller formalen Charaktere hat die Dimension k.

BEISPIEL:
In Vieg operieren (beziiglich der kanonischen Basis) die g € G' durch Permutati-
onsmatrizen, welche (aufier fiir ¢ = 1) nur Nullen in der Diagonale haben. Also

ist
n wenn g=1
Xreg(9) = { 0 sonst.

Lemma 4.3.1 xy (1) ist die Dimension von V. Eine Abbildung x : G — C ist
genauw dann ein eindimensionaler Charakter, wenn x ein Homomorphismus von

G nach C*® ist. O

Abelsche Gruppen der Ordnung n haben k£ = n Konjugationsklassen und also
n irreduzible Darstellungen. Aus der Formel [L2.5] folgt:

Folgerung 4.3.2 Alle irreduziblen Darstellungen einer endlichen abelschen
Gruppe sind eindimensional.

1 a a®
x1 |1 1 1
X2 1 e Q;ri e 4:';ri
X3 1 e 4gi e Q;ri

Charaktertafel Z3 = {1, a,a’}

Die Gruppe G* der eindimensionalen Charaktere einer endlichen abelschen
Gruppe G (die Charaktergruppd™® von @) ist (unkanonisch) isomorph zu G.
Das sieht man leicht fiir zyklischen Gruppen ein, woraus dann mit [L7.3 die
Behauptung folgt.

Lemma 4.3.3 Fiir alle Charaktere p gilt

plg™") = plg).

1 Wir werden in E3.4] sehen, daf G* die Gruppe aller 1-dimensionalen Darstellungen mit
dem Tensorprodukt als Multiplikation (und der dualen Darstellung als Inversen) ist.
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BEWEIS :
Sei V eine Darstellung. g € G operiere auf V' als ¢. Wir miissen zeigen, daff

Tr(¢™") = Te(9).

Aus ¢" = 1 folgt, dakt die Jordanform von ¢ Diagonalgestalt haben mufs, und
die Eigenwerte n—te Einheitswurzeln sind. Das Inverse einer Einheitswurzel ist
aber ihr konjugiert—komplexes. Fiir einen zweiten Beweis fixieren wir eine uni-
tére Struktur auf V, fir die ¢ unitir ist ({3.8). Fiir eine Orthonormalbasis ist
dann die Matrix von ¢~! die Adjungierte der Matrix von ¢, hat also wieder die
konjugiert—komplexe Spur. O

Lemma 4.3.4 V und W seien Darstellungen von G. Dann, ist

Xvew = XV +Xw
Xvs = Xv
Xvecw = XV XW
XHomc(V,W) = Xv ' XW

BEWEIS :
Sei g ein Gruppenelement und ¢ und v die Endomorphismen die g in V und W
darstellen. Die erste Behauptung des Lemmas folgt aus

Tr(¢p & ) = Tr(¢) + Tr(¢)).
Die zweite Behauptung folgt aus dem letzten Lemma:
Tr((¢7)") = Tr(6™") = Te(9).
Die dritte Behauptung folgt aus
Tr(¢p @ ¢p) = Tr(¢) - Tr(4)).

Das kann man entweder direkt den zustdndigen Matrizen ansehen, oder man
stellt (vermoge Endc(U) = U* ®c U) ¢ und 1 dar als Summen von Tensoren
A® v und p ® w; und rechnet

Tr(A@v)@(pow)) = Tr(A®p) @ (vew)) = A(v) - w(w) = Tr(A@v) - Tr(pOw).
Die letzte Behauptung folgt aus der zweiten und dritten. |

Definition (, ) sei die folgende unitire Form auf I'¢;, dem Raum der forma-
len Charaktere,

(0,0) =+ 3 7lgholo)

g€eG

Satz 4.3.5 (Orthogonalitétsrelationen I) Die Charaktere der irreduziblen
Darstellungen bilden eine Orthonormalbasis von T'¢.

BEWEIS :
Weil
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# irreduziblen Darstellungen = # Konjugationsklassen = Dimension von I'g,

geniigt es zu zeigen, daf irreduzible Charaktere die Linge 1 haben und auf-
einander senkrecht stehen. Seien also V' und W zwei irreduzible Darstellungen.
Dann ist

1
(xv,xw) = - Z Triom-(v,w)(9) = Triom.(v,w) (KG)-
9€G

Die Spur einer Projektion ist die Dimension ihres Bildraums. Weil pg auf
Homg (V, W) projiziert, ist

(xv, xw) = dim Homg(V, W).

O

Folgerung 4.3.6 Darstellungen sind durch ihren Charakter bis auf Isomorphie
bestimmt.

BEWEIS :
Sei V eine beliebige Darstellung und W irreduzibel. Dann ist (xy, xw ) die Viel-
fachheit mit der W in der direkten Zerlegung von V' in Irreduzible vorkommt.O

BEISPIEL:

Wir wollen alle irreduziblen Charaktere von S3 bestimmen. S; hat die drei Kon-
jugationsklassen {1}, {(12),(23),(31)} und {(123),(132)} und damit drei irre-
duzible Charaktere. Es gibt zwei Homomorphismen S3 — C:

Xl(g) =1
x2(9) = sign(g)

Die Summe der Quadrate der Dimensionen der irreduziblen Darstellungen ist
6. Also mufs die Dimension der dritten Darstellung 2 sein. Wir haben also fiir
den dritten irreduziblen Charakter x3(1) = 2. Daf x3 auf x; und y» senkrecht
steht, bedeutet:

(x1,x3) L(2+3x3(12) +2x3(123)) = 0
(X1,X3) = 2(2-3x3(12) +2x3(123)) = 0

Es folgt x3(12) = 0 und x3(123) = —1. Also haben wir die Charaktertafel

1](12) | (123)
xi|1| 1 1
xz | 1| -1 1
s |2 0] -1

Charaktertafel S3

Der dritte irreduzible Charakter von Ss 1dfst sich auch auf folgende Weise be-
stimmen: Eine verdichtige (reelle) 2—-dimensionale Darstellung V' besteht aus
den orthogonalen Abbildungen des R?, die die Ecken des Dreiecks

(1,0), (cos(27/3),sin(27/3)), (cos(4m/3),sin(4r/3))
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permutieren. In dieser Darstellung wird (12) durch die Spiegelung é _01 )

cos(2m/3) —sin(2m/3)
sin(27/3)  cos(27/3)
Spuren der beiden Matrizen sind xy (12) = 0 und xy (123) = —1. Man muf jetzt
nur noch zeigen, daff V irreduzibel ist. Dafiir gibt es wieder zwei Argumente.
Erstens ist xy nicht Summe von zweien der Charaktere x1, x2. Oder, zweitens,
berechnet man (xy,xyv) = 1 und verwendet

und (123) durch die Drehung ( ) interpretiert. Die

Bemerkung Fine Darstellung V ist genau dann irreduzibel, wenn

(xv,xv)=1.

BEWEIS :
Wenn man V in Irreduzible zerlegt,

V:mlvl@"‘@mkvk,

ist (xv,xv)=mi+ - +mj. O

Folgerung 4.3.7 Sei x1,...,x, eine Liste der irreduziblen Charaktere. Dann
gilt fiir zwei Gruppenelemente g,h

# wenn ¢g¢ = h¢

k
> Tlai(h) =

0 sonst

Dabei bezeichnet g¢ die Konjugationsklasse von g.

BEWEIS :
Seien g1,...,gx Vertreter der Konjugationsklassen und k; die Grofie der Konju-
gationsklasse von g;. Orthogonalitit der x; bedeutet, dafi die Matrix

\/g)(i(gj)

unitér ist. Also ist auch die Transponierte unitér, und das ist die Behauptung.O

BEISPIEL:
Fiir ¢ = 1 folgt, daR Ele nix;(h) gleich n ist, wenn h = 1, und gleich Null
sonst. Also ergibt sich noch einmal die Behauptung von

Xreg = M1 X1 + o nEXk

BEISPIEL:

Wir berechnen die Charaktertafel von S4. Es gibt 5 Konjugationsklassen: die
Klasse des Einselements, die 6 Transpositionen (ab), die 8 Dreierzyklen (abc),
die 6 Viererzyklen (abed) und die 3 Produkte von disjunkten Transpositionen
(ab)(cd). Es gibt also 5 irreduzible Charaktere. Weil S3 2 S;/V, ein Quotient
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von S, ist, ist jede Darstellung von Sz auch ein Darstellung von S,. Das liefert
uns die ersten drei irreduziblen Charaktere mit den Dimensionen 1,1,2. Die
Quadratsumme der Dimensionen ist 24, also kommt fiir x4, und x5 nur die
Dimension 3 in Frage. Aus E3.7 folgt >, xi(1)xi(ab) = 0 und daraus x4(ab) +
x5 (ab) = 0. Andererseits folgt aus Y, [xi(ab)|> = 2! = 4, daR x4(ab) und x5(ab)
nur 1 und —1 sein konner™. Wir nehmen y4(ab) = 1 und ys(ab) = —1. Die
iibrigen Werte von x4 und x5 ergeben sich sofort daraus, daf die ersten beiden
Spalten der Charaktertafel auf den iibrigen Spalten senkrecht stehen.

1| (ab) | (abe) | (abed) | (ab)(ed)
R 1 1 1
Yo | 1] =1 1 -1 1
2] 0] -1 0 2
X3 1 ol -1 1
Y5 |3 =1 0 1 1

Charaktertafel S,

Lemma 4.3.8 Sei V eine Darstellung. Dann hat V' eine unitire Struktur, die
von allen g € G invariant gelassen wird.

BEWEIS :
Wir wéhlen uns irgend eine unitidre Form (, )o und machen sie G-invariant:

(v1,v2) = 2(91)1,91)2)0-
g€eG
(, ) ist positiv definit, weil fiir v # 0

(v,0) = Y _(gv,gv)o > 0.

geG
O

Man nennt eine Darstellung mit einer unitdren G—invarianten Form eine
unitire Darstellung.

Das letzte Lemma ermdoglicht einen alternativen Beweis fiir die Halbein-
fachheit komplexer Darstellungen: Sei V' eine unitdre Darstellung und W eine
Unterdarstellung. Das orthogonale Komplement W+ ist ein G—Untermodul und
esist V=WeoW-.

Sei I'y; der Raum aller Funktionen G — C mit der unitiren Form

(0.8) = = 3" alg) (o)

g€eG
Wir fixieren eine Aufzéhlung V7 ,. ..V}, der irreduziblen Darstellungen und fiir je-
des V; eine unitére G—invariante Struktur und eine Orthonormalbasis v}, ..., v, .

Die Wirkung von g sei fiir diese Basis von der unitdren Matrix

iy — (Al
Al(g) = (aij(g))
12Weil in S, alle Permutationen konjugiert zu ihrem Inversen sind, sind die Werte aller
Charaktere reell (vgl. L3.3).
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dargestellt.

Satz 4.3.9 (Orthogonalitétsrelationen II) Die Funktionen \/TTlaéj bilden
eine Orthonormalbasis von I'y;.

BEWEIS :

Weil wir es mit genau n = n} + --- + n? Funktionen zu tun haben, miissen
wir nur zeigen, daf sie zueinander orthogonal sind und daf (aéj, aéj) = n% Der
Beweis ist eine ,unitéire” Version des Beweises von

Eine unitire Form auf V vermittelt einen Isomorphismus zwischen dem kon-
jugiertenﬂ:”-I Raum V() und V*, der v auf die Linearform x — (v, z) abbildet.
Die konjugierte Form (z,y) ist unitar auf V() Wenn G unitir auf V und damit

auch auf V(© operiert, sind V(©) und V* auch als G-Moduln isomorph, weil

(gv,2) = (v,9 ).

Wir fixieren eine zweite unitdre Darstellung W und definieren auf
Home(V, W) = V() @c W

eine unitare Form durch

(v1 ® wi,v2 @ we) = (v1,v2) (w1, ws).

G operiert wieder unitir auf Home(V, W).

Bezogen auf diese unitére Struktur wirkt pg als die orthogonale Projekti-
on Homeg(V,W) — Homg(V,W). Alle ¢ € G lassen némlich den Unterraum
Homg(V, W) und damit auch sein orthogonales Komplement X invariant. X
wird also auch von pg invariant gelassen, woraus die Behauptung folgt.

Sei nun (v;) eine Orthonormalbasis von V und (w;) eine Orthonormalbasis
von W . Dann bilden die v; ®w; eine Orthonormalbasis von V(9 @cW. Beziiglich
dieser Basen wird g auf V und W durch die Matrizen

@;i(9) = (ui, guj) und By (g) = (wir, gwjr)

dargestellt. Also ist

1 o
(aij, Borjr) = EZ(Uiagvj)(wi’agwj’)

geG
1
I > (i @ wir, g(v; ® wyr))
g€G
= (v @wy,pa(v; @ w;))

Wir nehmen jetzt an, dafs V und W irreduzibel sind. Wenn V' 2 W ist
Homg(V,W) = 0. Also ist pg gleich Null auf Homc(V, W) und es folgt
(aij, Birjr) = 0.
_ 13v{) ist V mit der Skalarmultiplikation A-(®)v = Av. Fiir V(°) gibt es auch die Schreibweise
v
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Wenn V = W besteht Homg(V, V) aus den Vielfachen der Identitét
ly =01 @v1 + - 4 U @ Uy,

wobei m = dimV. Wenn j # j', bildet ug, die orthogonale Projektion auf
C-1lv, (v; ® vj) auf Null ab, also ist (a;j, ;) = 0. Wenn ¢ # i, ist (v; @ vyr)
orthogonal zum Bild von pq, woraus ebenfalls («;j, i) = 0 folgt. Schlieklich
bemerken wir, dafl .

pa(v; @uj) = mlv.
Daraus folgt

1 1
(qij, ai5) = (v; @ vy, Elv) =—.
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4.4 Ganzheitseigenschaften

Definition FEine komplexe Zahl heifit ganz—algebraisch, wenn sie Nullstelle ei-
nes normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Die ganzen Zahlen, alle Einheitswurzeln, alle n—ten Wurzeln aus ganzen Zahlen
sind ganz—algebraisch.

Lemma 4.4.1 Rationale ganz—algebraische Zahlen sind ganzzahlig.

BEWEIS :

Sei f(X) € Z[X] ein normiertes Polynom und f = gh fiir zwei normierte Po-
lynome aus Q[X]. Aus folgt, daft Inhalt(f) = 1 das Produkt der Inhalte
von g und h ist. Weil die Inhalte von ¢ und h Teiler von 1 sind, ist das nur
moglich, wenn beide Inhalte 1 sind, das heifst, wenn g und h ganzzahlig sind.
Insbesondere ist jeder Teiler X — r (r € Q) ganzzahlig. O

Lemma 4.4.2 z ist genau dann ganz—algebraisch, wenn es eine nicht—triviale,
endlich—erzeugte additive Untergruppe von C gibt, die unter Multiplikation mit
z abgeschlossen ist.

BEWEIS :

Wenn z Nullstelle eines normierten ganzzahligen Polynoms von Grad n ist,
gehort 2™ zu der von 1,z,...,2" ! erzeugten additiven Gruppe A. A ist unter
Multiplikation mit z abgeschlossen.

Sei Zay + - - - + Zay, # 0 abgeschlossen unter Multiplikation mit z. Dann gibt

es eine ganzzahlige Matrix M = (m;;) mit za; = }_; myja; fiiri =1,..., k oder
ai ax
z =M
an an

Also ist z Eigenwert von M und Nullstelle des charakteristischen Polynoms von
M, das normiert und ganzzahlig ist. O

Satz 4.4.3 Die ganz—algebraischen Zahlen bilden einen Ring.

BEWEIS :

«a und [ seien ganz—algebraisch. A und B seien endlich erzeugte Untergruppen
von C, A sei unter Multiplikation mit « und B unter Multiplikation mit (3
abgeschlossen. Die von den Produkten AB erzeugte additive Untergruppe C' ist
wieder endlich erzeugt und abgeschlossen unter Multiplikation mit « und 8. C
ist also auch abgeschlossen unter Multiplikation mit o — 8 und af. |

Folgerung 4.4.4 Charaktere nehmen nur ganz—algebraische Werte an.
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BEWEIS :
Die Werte von Charakteren sind Summen von Eigenwerten. Die Eigenwerte von
Endomorphismen endlicher Ordnung sind Einheitswurzeln. |

Satz 4.4.5 Sei x; ein irreduzibler Chamkter der Dimension n;, g; ein Grup-
penelement mit k; Konjugierten. Dann ist Xl(g]) ganz—algebraisch.

BEWEIS :

Xi sei der Charakter von V;. Das Zentrum von Z[G] ist multiplikativ abgeschlos-
sen und wird als additive Gruppe erzeugt von allen Summen ) gcc g von Konju-
gationsklassen C. Weil die . g mit allen Elementen von C[G] kommutieren,
operieren sie auf V; als komplexe Zahlen 7¢, die nach ganz—algebraisch
sind. Wenn C' die Konjugationsklasse von g; ist, ist

nive =Try, (Y 9) = kjxi(9;)
gecC

d

Folgerung 4.4.6 Die Dimensionen n; der irreduziblen Darstellungen teilen die
Ordnung n von G.

BEWEIS :
Sei g1,...,9r eine Vertretersystem der Konjugationsklassen und k; die Grofe
der Konjugationsklasse von g;. Dann ist nach 4.3.5]

- *ZXz Xz

! geq Jj=1

Aus B4 und folgt, daf ;- ganz-algebraisch ist. Und daher, wegen EL4.T]
ganzzahlig. |

Mw

in i(95)-

Satz 4.4.7 (Solomon) Sei g1,...,g; ein Vertretersystem der Konjugations-
klassen, x1,..., Xk die irreduziblen Charaktere von G. Dann gilt:

1) Fir jedes i ist Zle Xi(g;) eine natirliche Zahl.

2) Flir jedes j ist Zle xi(gj) eine ganze Zahl.

BEWEIS :

) G operiert durch Konjugation auf sich selbst. In der zugehorigen Permutati-
onsdarstellung V' operiert G durch Permutationsmatrizen, deren Spur die Zahl
der Fixpunkte der dargestellten Permutation ist. Der Charakter dieser Darstel-
lung ist daher

xv(9;) = #Calg) = 7
J

Also ist 3 xi(9;) = (xv,x:) die Vielfachheit von V; in V, und damit eine
natiirliche Zahl.
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2)) Sei ¢ ein Automorphismus von C und V eine Darstellung von G mit Charakter
x. Wenn wir die Skalarmultiplikation umdefinieren durch X -? v = ¢(\)v, erhilt
man ein Darstellung V¢ mit dem Charakter ¢(x). Wenn V irreduzibel ist, ist
auch V¢ irreduzibel. ¢ permutiert also die irreduziblen Charaktere. Daher ist

¢(Z Xi) = Z o(xi) = Z Xi-

Weil nur rationale Zahlen von allen Automorphismen von C festgehalten wer-
den™, miissen die Werte von 3 ; Xi rationale Zahlen und, wegen d.4.TJund E.4.4]
ganze Zahlen sein. a

_ 14Das ist nicht so einfach einzusehen. Man kann aber C durch den algebraischen Abschluf
Q von Q ersetzen. Es ist klar, daf nur die Elemente von QQ von allen Automorphismen von QQ
fixiert werden.
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derivierte,

einfache, [4]
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p-Gruppe, 22
perfekter Korper,
Permutationsdarstellung,
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Korpererweiterung,
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Stabilisatorgruppe,
subnormale Untergruppe,
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symmetrische Gruppe,
symmetrische rationale Funktion,

Teilbarkeit, BT,

Teiler,

torsionsfreie Gruppe,
Torsionsgruppe,
Torsionsuntergruppe,
p-Torsionsuntergruppe,
transzendentes Element,
triviale Darstellung,
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unitire Darstellung,
unitérer Ring,
Untergruppe,
erzeugte,
Untermodul,
Unterring,

Wedderburn,
Satz von,

Zassenhaus

Lemma von,
Zentralisator, 8]
Zentralreihe,
Zentrum, [19]
Zerfallungskorper,
zyklische

Gruppe,

unendliche,
Korpererweiterung,
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Entstehung

Die ersten drei Kapitel sind aus dem Skript einer Algebravorlesung im Som-
mersemester 1995 entstanden. Die im April 1996 publizierte Version war von
Gunter Geisler durchgesehen worden.

Im Wintersemester 1999/2000 kam das vierte Kapitel hinzu. Zwei Horer der
Vorlesung habe ich fiir Fehlerlisten zu danken: S.Holzmann (Version 2d) und

O.Schniirer (Version 3c). In Version 3¢ wurde auch Folgerung 1.9 richtigge-
stellt13,

15 richtig gestellt ?
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