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§ 1 Registermaschinen

Wir fuhren in diesem ersten Kapitel den Begri der Registermaschine ein und
geben eine erste Prazisierung des Begris der Berechenbarkeit durch den Begri
der Registermaschinen-Berechenbarkeit.

Notationen :
— A sei die Menge aller Worter (d.h. aller endlichen Zeichenreihen)
uber dem Alphabet (der Zeichenmenge) A.
— () sei das leere Wort.
— ™ sei das Wort ...

n-mal
—ay...ay, 1 seidas Wort ay...a, 1.

Nun denieren wir zun achst anschaulich, was eine Registermaschine ist, indem
wir beschreiben, was eine solche tut: Eine Registermaschine uber A = {ay,... ,ar}
manipuliert nach einem Programm Worter W € A | die in ihren Registern R,.(r <
R) stehen. Ein Programm wiederum besteht aus einer Folge von Befehlen.

Befehle:

a : “verlangere das Wort, das in Register R, steht, rechts um a € A”

1 : “streiche den rechten Buchstaben des Wortes in R,., falls uberhaupt ein
Buchstabe vorhanden ist, oder lasse das Register, wie es ist, falls es leer ist.”

: “wenn R, das leere Wort enthalt, folge dem Pfeil g ; wenn das Wort
O arl..\ar in R, rechts mit a; aufhort, folge dem Pfeil —%* ”

stop : “halt”

BeispieL:  Eine Registermaschine, die uber dem Alphabet A = {ay,a2} die

Funktion
F: A A — A

F(V,W):=VW

berechnet. Thr Fludiagramm — zur Beschreibung von Registermaschinen benutzen
wir meist Fludiagramme — sieht folgendermaen aus:
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Input: V—=Ro, W =Ry (, § = R»)

[R,7]

2!
0y a1\ az
’stop‘ ’Rgal‘ Roag‘ 0

N

Output: Ergebnis in Ry

Um eine mathematische Theorie entwickeln zu konnen, geben wir nun die formale
Denition einer Registermaschine mit R Registern Ryg,... ,Rr 1 uber dem Alphabet

A={ay,...,ar}:

Denition (Registermaschine, Berechenbarkeit) :
a) Ein Befehl b

ist ein Paar (r,l) (r<R,l L)
oder ein (L + 2)-Tupel (r,cq,... ,c) (r< R, ¢; € IN)
oder s.

(r,1) steht dabei fur den Befehl , wenn | 1, und fur , wenn

[=0.

(r,co,...,cr) bedeutet den Befehl

0 arld..\arL
(wobei ¢; die zu a; gehorige Befehlsnummer ist).

s ist der Stop-Befehl .

b) Eine Registermaschine M ist eine Folge
(bo, ... ,bN)

von Befehlen, wobei by = s, b, # s, wennn # N, und, wenn b, = (r,co, ... ,cL),
dannc¢; N.

(Also: Registermaschine  Programm)

Die Maschine beginnt mit Befehl by und fuhrt, wenn b, # s und b. # (r,co,- .. ,cr)
nach b. den Befehl b.;1 aus. Sonst halt die Maschine an bzw. geht zu dem
entsprechenden Befehl b., uber.
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BEISPIEL: Unser Fludiagramm von oben 1 at sich folgendermaen schreiben:
Befehle:

bo= (1,6,1,3) b = (2,12,7,9)
bi=(2,1) by = (0,1)
b= (0,4,4,4) bs = (0, 10, 10, 10)
b= (2,2) by = (0,2)
by= (150) bro= (270)
bs= (0,0,0,0) b= (0,6,6,6)
b12— S
Fludiagramm:
|
]
1 N\ 2
" "
b N\
]
VRN
o
bs

¢) Ein Registerinhalt I ist eine Folge
Wo,-..,Wr 1)

von Wortern aus A .
— Eine Konguration K ist ein Paar

(¢, 1),

wobei ¢ N der Index eines Befehls und I ein Registerinhalt ist.
— K ist eine Stopkonguration , wenn b. = s.
— Die Nachfolgekonguration M(K) von K ist wie folgt erklart:
Es sei K = (¢,Wy,...,Wgr 1); dann ist

M(K) = (07W07"~ 7WR 1))
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wobei
ci=c, W, :=W, (fur alle ¢ < R), falls b, = s

Weay (l > 0)
W, 1 (I=0)

— e TV _ _ 0
c:=¢, Wg:=W, (¢ <R), fallsb, = (r,cp,...cr) und falls W, = Way fur ein W

ci=ct+l, W, =W, (q#7r) und W, := , falls b = (r,1)

d) Wir sagen “M angesetzt auf I stoppt bei J” (Notation: jag J), wenn

M™0,I)=(M(..MIT)...))0,I) = (¢,J) und b.=s fureinn € IN.

n mal

I heit dabei Startkonguration, J Stopkonguration.
e) Essei Ay A. Wir sagen “M berechnet die Funktion F” (wobei F : (4,)" —
A ), wenn

fur alle Wy,... W, € A, gilt:

O, Wi, W0, .., 0) S (F(Wy,... ,Wa),...)

~ Wir identizieren auerdem IN mit {|} (durch n — |") und sagen ‘M

berechnet f7 (wobei

f:IN" - IN), wenn M die zu f gehorige Funktion F (mit F(|"*,...,|"") =
|f(w17~-- 7wn))

berechnet.

— f heit berechenbar mit einer Registermaschine, wenn es eine Registermaschine

M gibt,
die [ berechnet.

Ubung 1:  Berechne z y.
Ubung 2:  Berechne z + y (wobel z,y binar geschrieben seien).

Ubung 3: Rechne die Strichdarstellung in Binardarstellung um und umgekehrt.



¢ 2 Rekursive Funktionen

In diesem Kapitel erklaren wir, was eine rekursive Funktion ist, und stellen den
Zusammenhang zum Begri der Registermaschine her (fortgesetzt in  §3).

Denition
a) Eine Funktion f : IN" — IN heit rekursiv gdw. sie sich aus den (folgenden)
Grundfunktionen RO mit Hilfe der Operationen R1, R2 und R3 bilden lat (d.h.
wenn es eine — nicht notwendig eindeutige — Darstellung der Funktion mittels
RO-R3 gibt; zu diesem “gibt” vgl. die Warnung weiter unten):

RO :
N(z) =z+1 (einstellig)
IMzy,...,zn) = x; (i=1,...,n) (n-stellig)
cy =0 (nullstellig)

R1 (Einsetzung) :
Wenn h (k-stellig) und fi,..., fr (n-stellig) rekursiv sind, dann ist auch f
— deniert durch

flay, .o zn) = h(fi(zr, - s 2n)se s fe(T1, -, 20))

— rekursiv.

R2 (Induktion) :
Wenn h (n + 2-stellig) und g (n-stellig) rekursiv sind, dann ist auch f -
deniert durch

f(.’El,...,ZL'n,O) ::g(mla"'axn)
f(xla"' ,-’En,y+1):: h(mla"' 7$n7y7f(x17"' Jmn;y))

— rekursiv.

R3 ( -Operator) :
Wenn g (n+1-stellig) rekursiv ist, und wenn Vz; ... Ve, y(g(xy1,. .. ,Zn,y) =
0), dann ist auch f — deniert durch

f(xla"' ,.’En)Z: Y (g(fL'l, ,mn,y) = O)
(= das kleinste y mit g(z1,... ,z,,y) =0)

— rekursiv.
(Beschranken wir die Anwendung von R3 wie hier auf Funktionen g, die die
Formel VZ 3y(g(Z, y) = 0) erfullen, so sprechen wir auch von eingeschrankter
Anwendung von R3, im Gegensatz zur uneingeschrankten Anwendung, wie
sie in §4 vorkommen wird.)
b) Die Klasse der rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von Funktionen,
die die
Funktionen RO enthalt und unter den Operationen R1, R2 und R3 abgeschlossen
ist.
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BEisPIEL: Die Rekursivitat von 7 + zo ergibt sich, indem wir die Regel R2 auf
g(z1) = I (x1) und h(z1,7a,73) = N(I3 (21,22, 23)) anwenden.

Ubung 1: Zeige die Rekursivitat von 1 x2 und von x1"2.
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Bemerkung : Die rekursiven Funktionen sind (im intuitiven Sinn) berechenbar.

BEWwEIS: Die Funktionen RO sind oensichtlich im intuitiven Sinn berechenbar.
Weiter ist klar, da die berechenbaren Funktionen unter R1 (Einsetzung) abgeschlossen
sind: Man berechnet einfach der Reihe nach fi(Z) = y1,... , fu(Z) = y, und dann
h(y1,--- ,yn). Zu R2: Es seien h und g berechenbar und f sei deniert durch

(7,0) = g(@) und

@y +1):=hZy, [(T,y))
Dann ist auch f berechenbar: Zur Berechnung von f(Z,y) berechne der Reihe nach
20 = g( )7 21 = h(.’IJ,O,Zo), ceey B4l = h(ZL’,Z,ZZ) Zy - h(l’,y 1azy 1)' Das

Ergebnis ist f(&,y) = z,. Zu R3: Es sei g berechenbar und es gelte VZ Jy(g(Z,y) =
0). Dann berechnet sich
y (9(& y) )

indem man der Reihe nach g(#,0), g(#,1), ... berechnet, bis zum ersten Mal Null
herauskommt. O

Wir haben eben von “Berechenbarkeit im intuitiven Sinn” gesprochen. Ist dies
unproblematisch, d.h. ist in jedem Fall klar, was wir damit meinen?

Warnung : Die folgende Funktion ist rekursiv und damit berechenbar (im obigen
Sinne):
x , falls Fermats Theorem stimmt

g(x) = z+1 | sonst

Denn entweder haben wir g = I} (falls Fermats Theorem stimmt), oder g = N
(falls nicht); g ist in jedem Fall rekursiv. Wir stellen uns bei der Denition von
“rekursiv” also auf den Standpunkt der klassischen Logik, von dem aus Fermats
Theorem entweder stimmt oder nicht, und es egal ist, ob wir entscheiden konnen,
was der Fall ist.

Die meisten Mathematiker akzeptieren unsere Denition einer rekursiven Funktion
als “richtige”, d.h. adaquate, Prazisierung des Begris einer berechenbaren Funktion.
Sie akzeptieren damit

Churchs These: berechenbar = rekursiv

(nach Alonso Church). Diese These wird gestutzt durch die Beobachtung, da
sich alle bisherigen mathematisch “brauchbaren” Prazisierungen des Begris der
berechenbaren Funktion (z.B auch der Begri der Turingmaschinen-berechenbaren
Funktion) als aquivalent zum Begri der rekursiven Funktion herausgestellt haben.
Wir zeigen als ein Beispiel:

Satz 1: f ist rekursiv gdw. f mit einer Registermaschine berechenbar ist.
(Es genugt das Alphabet A = {|}).

Wir beweisen zuerst, da sich rekursive Funktionen mit Registermaschinen berechnen
lassen, und beweisen die Umkehrung in §3.



10 REKURSIONSTHEORIE

Vorbereitungen des Beweises: Wir brauchen zwei Hilfsmaschinen, und wir mussen
Maschinen nacheinander anwenden konnen.

Die Loschmaschine:
L" = ((r,0),(r,2,0),s)

(uber A = {|}) loscht das Register R,.

Wirkungsweise:

(WO,... ,Wr,... ,WR 1)—>

Fludiagramm:

Die Kopiermaschine:
K, :=((s,0),(s,2,0),(r,6,3),(r,0),(h,1),(0,2,2), (h,11,7), (h,0), (s, 1), (r, 1), (0,6,6), s)

(uber A = {|}) kopiert R, auf Rs mit Hilfsregister Ry, (r # s # h # r).

Wirkungsweise:
(Wo,... W 0 Wi )3 (Wouo o Wy 0,0 Wa 1)
Oy-cx s VWsyreny s VR 1 Os--- s ¥Wpryeue ¥y, WR 1
Wh
Fludiagramm:

Rl |Rsl

Eben haben wir schon davon Gebrauch gemacht, zusammengesetzte Maschinen
mit Fludiagrammen zu beschreiben, die auch Befehle enthalten, wobei M eine
Maschine ist. Die formale Beschreibung ist wie folgt:
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Denition : Einezusammengesetzte Registermaschine uber A = {ay,... ,ar}
mit R Registern ist eine Folge

(B°,B',....B"

wobei B¥ = s und B' (i < k) von der folgenden Form ist:

by =(r,co,...,cr) ,7<R,c k
oder by = (r,1) ,1 L
oder eine Registermaschine (b, ... by ) uber A ={ay,... ,ar} mit R Registern.

Wir fordern b.. = s <+ ¢ = N;. Die zu einer zusammengesetzten Registermaschine
gehorige Registermaschine ist

[B°...B¥|:=(00,... 0%, 1,06, 05" 159),
wobei N; := 1 , falls B' keine Registermaschine ist, und

b bt , falls b¢ = (r,1)
c b= (r,co,...,cr) mit e i=c + 2 j<iNj(bzw. ey := 37, . N;) , falls b = (r,co, - .-

wobei B! eine (bzw. keine) Registermaschine ist.
(Die Komplizierung ergibt sich dadurch, da man die Befehlsnummern “trennen”
mu; Vorsicht auch wegen Konfusion bei der Registerbenutzung!)

BEisPIEL: L™ := [L°...L"] loscht Ro,... ,Rn. (Wir werden diese Maschine spater
noch benutzen.)

Nun zum Beweis der einen Halfte des Satzes 1:

Behauptung :  Die Funktionen f : IN® — IN , die von Registermaschinen (uber
A ={|}) berechnet werden, sind unter R0, R1, R2 und R3 abgeschlossen.

Hieraus folgt unsere Behauptung, da sich alle rekursive Funktionen f durch Registermaschinen
berechnen lassen, sofort durch Induktion uber den Aufbau (einer Darstellung) von
f- (f kann naturlich mehrere Darstellungen haben).

BEWEIS:

RO: N wird berechnet von [K;° (0,1) s].
I7' wird berechnet von Kfl’gl.
CY wird berechnet von s.

R1: Esseien h, fi,..., fr von H, Fy,... | F; mit R Registern berechnet. Dann wird

flxr,... zn) = h(fi(zr, - xn)y o fe(T1, oo, 20))
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von der folgenden Maschine (mit R+n-+k+1 Registern) berechnet (Abkurzung:
Kré:=Kg®  ):

R+n+k
[ KLR  g2.R+1 gnRin 1 F KO-Rtn LR 1
KR’1 KR+1’2 o KR+7L 1,n }72 KO,R—}-n—i—l LR 1
KR,l KR+1,2 o KR+n 1,n Fk KO,RJrnJrIc 1LR 1
KR+n71KR+n+17Z. . KR+n+k' 1,k H s ]

Indem man betrachtet, wie sich die Registerinhalte verandern, kann man sich
klarmachen, da diese Maschine das Gew unschte leistet:

Ro Ri oo R vee R oo Rien 1 Rien oo oo Rienit 1 Risntk
Input 0 x1 Ty, O ..
nach 1. Zeile 0 0 ... 0 ... ... X1 ...  Tp fi®) 0 .
nach 2. Zeile 0 0 ... 0 ... ... 1 ...  Tn f1(@) fo2(F) 0
nach k. Zeile 0 0 ... 0 ... ... 1 ... Tn @ .o fe (@) 0

R2 (Fall n = 1): Wenn g und h von G und H mit R Registern berechnet werden,
dann wird f — deniert durch

f(.’I/',O) = g(.’E)
flx,y +1):= h(z,y, f(2,9))
— von der folgenden Maschine (mit R + 4 Registern) berechnet (Abkurzung:

7,8 «— T8 \.
K . KRJrB)'

1
[Kl,R K2,R+2 L2 G]

e

VG GRS &

’RRE I LT —

Die Inhalte der Register sind (bei Input z,y):

Ro RR RR+1 RR+2
bei (f): g(x) x 0 Yy
bei (I): f(z,1) x 1 y 1
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R3: Wenn VZ Jy(g(x1, - .. ,2n,y) = 0) und g von der Maschine G mit R Registern
berechnet wird, dann wird

f(@) =y (9(Z,y) =0)

von der folgenden Maschine mit R + n + 2 Registern berechnet (Abkurzung:
K™= Kl )

L
[KLR . Kn7R+n 1]

[LR 1KR,1 o KR+n,n+1] |

Die Inhalte (bei Input 1, ... ,2,) der Register sind bei (x):
Ro Rr .. RR+n 1 RR+n
g(f, O) T . Ty 0
0=y9(y) = Tn y = f(&)

Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen. 0

13



§ 3 Primitiv rekursive Funktionen und Godelisierung

Um die Ruckrichtung von Satz 1 aus §2 zu zeigen, brauchen wir die Technik
der Godelisierung, zu der wir nun kommen. Zuerst fuhren wir noch den Begri der
primitiv rekursiven Funktion ein.

Denition : Eine Funktion f : IN" — IN heit primitiv rekursiv (p.r.), wenn
sie sich aus den Grundfunktionen RO durch Anwendung der Operationen R1
und R2 (also ohne R3) ergibt.

BEISPIEL: Die Funktionen C} mit Cp(21,...,x,) = k fur alle Z € IN" (wobei
n,k € IN) sind p.r. Denn Cf ergibt sich durch Einsetzen von I7 in C3), und C}!
daraus durch k-faches Anwenden von N.

Nun ein paar einfache, aber grundlegende Ergebnisse uber p.r. Funktionen:

Lemma 1: f sei deniert durch
flay, .o my) =T (x1, ... ,Zn)
wobei T ein Term ist, der sich aus x1, . .. , x,, naturlichen Zahlen und Funktionen

J1,--- s gm(m € IN) aufbaut. Es gilt: Wenn die g; rekursiv (bzw. p.r.) sind, so
ist auch f rekursiv (bzw. p.r.).

BEWEIS: Es genuge uns folgendes Beispiel als Beweis:
f(x1,22,23) = g1(21, 92(21,22), 3)
= 1 (I} (1, 2, 23), go (I} (w1, 9, 23), I3 (1, 2, w3)), C3 (21, %2, 23))

(Ausfuhrlicher Beweis: Induktion uber den Aufbau der Terme.) 0

Folgerung 2 : [ sei deniert durch
flzy,...,2,,0) =T Y(zy,...,2,)
f(xla"' 7$n7y+1):: Tz(x17"' 7$n7y7f($17"' 7x'n7y))

wobei die T? Terme in g; sind. Dann gilt: Wenn die g; rekursiv (p.r.) sind, ist
auch f rekursiv (p.r.).

BEWEIS: klar. 0
BEISPIELE:
Folgendes sind primitiv rekursive Funktionen, wie man aus ihren Denitionen unmittelbar
sieht:
z+y Denition: z+0:=x z+@W+1):= N(z+y)
z Yy z 0:=0 z (y+1) := = y+=z
Y 20 =1 N A
x! o =1 (z+1)! =2a! (z+1)
z=1 0-1:=0 (z+1)=1:= x

Ty x=0:=z z=(y+1)=(x=y)=1
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Nun erweitern wir den Begri der Rekursivit at auf Relationen.

Denition : Eine Relation R IN" (wir sagen auch “Pradikat”) heit rekursiv
(bzw. primitiv rekursiv), wenn ihre charakteristische Funktion

0 ,falls?€ R

K@= 1 "pusz¢r

rekursiv (bzw. p.r.) ist. (Wir unterscheiden nicht genau zwischen R als Relation(ssymbol)
und als Menge; insbesondere benutzen wir sowohl die Schreibweise “R(Z)” als
auch “¢ € R”. In unserem Zusammenhang fuhrt dies zu keinen Komplikationen,
da wir nicht verschiedene Interpretationen eines Relationssymbols betrachten.)

BEISPIELE:
— ) ist eine p.r. Menge; denn Ky = C}.
— “x =107 ist p.r.; denn aus der Darstellung
K_¢(0)=0und K_o(z+1)=1
und mit Folgerung 2 sieht man, da K_q p.r. ist.

Lemma 3 : Wenn P und ) rekursiv (p.r.) sind, dann auch PAQ, PV Q, -P
(und damit auch P — @ und P + ). Wenn fi,..., f, rekursiv (p.r.) sind,
dann auch P(f1,...,fn)-

BEwEls: K_p=1+- Kp
Kprg = K—o(Kp + Kq)
KPVQ =Kp KQ
Kp(fye o) = BP(fi,--- 5 fa)
(— und ¢ lassen sich darstellen durch -, V und A). 0

BEISPIELE:
— Die Relationen “x = y” und “z < y” sind p.r.; denn

r=y—> (x=-y=0Ay=-x2=0),
r<y— y=x#0.

— Jede endliche Menge E = {ay,... ,a,} ist p.r.; denn

re€E — 3 i n(x=a)

Lemma 4 (Rekursive Fallunterscheidung):
Wenn Py, ... ,P, und fy,..., f, rekursiv (p.r.) sind, dann ist auch f — deniert

durch
fo(f) , falls P1 (.’Z")

F@) =14 fi(@) , falls Pyt () und ~Py(&), ... ,~P\(7)

Fu@) , falls ~Py(), ... ,~DPu(Z)
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- rekursiv (p.r.).

Beweis: Es gilt

in
wobei
e N A N
a
Lemma 5 : Es sei P rekursiv (p.r.). Dann ist auch
R(Z,z) = ¥V y<zP(Zy)

rekursiv (p.r.). (Beachte: Fur unbeschrankte V-Quantizierung ist dies falsch!

Und: Mit Lemma 3 haben wir auch dasselbe Ergebnis fur den 3-Quantor.)
BEWEIS: Kg(#,0) =0 und Kg(Z, 2+ 1) = K—o(Kr(Z,2) + Kp(Z, 2)) . 0

—

Lemma 6 : Es seien g und h p.r. und es gelte VZ3y  h(%)(g(#,y) = 0). Dann
ist auch die Funktion y (g(Z,y) = 0) p.r.

BEWEIS: Wir denieren rekursiv

f(#0) =0

= _ f(@2)  falls g(F, f(%,2)) =0
F(@, 2 +1):= z+1 , sonst.

Wie man leicht sieht, ist f p.r. und hat folgende Eigenschaft: Bei festem Z und
variablem z gilt f(Z,z) = z, solange ¢(Z,y) # 0 fur alle y < z gilt; sobald einmal
g(Z,y) = 0 eintritt, bleibt f(Z,z) von da an konstant. Daraus sieht man sofort:

f@ (@) =y (9(Z,y) =0),

woraus unsere Behauptung folgt. (Formaler Beweis durch Induktion uber den Wert
von h(Z).) 0

Mit den Lemmata 5 und 6 erhalten wir weitere einfache, aber wichtige Ergebnisse:

BEISPIELE:

— “zly” ist p.r.; denn es gilt zly & R(z,y,y+1), wobei R(z,y,2) < Jw < z(x w =

Y)-

— “z ist Primzahl” ist p.r.; denn es gilt z ist prim + {1 < zAVy <aVz < z(y z #

— Die Funktion “n — p, := n+1-te Primzahl” ist p.r.; denn es gilt pp = 2 und
Pne1 =y ( pp!+ 1)(y prim Ay > p,). (Beachte: Die Funktion z + z! + 1 ist

15
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p.r. und
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pn! +1 pn+1~)

Als Vorbereitung fur die Methode der Godelisierung benotigen wir noch eine
weitere technische Einzelheit.

Lemma 7 (Godelnummern von endlichen Folgen):
Die Zuordnung

(.Z’o,...

U Tn 2 Zn 1+l
y Ly 1)'_><x05"'3$’n 1> '_pOO coo Pno2 Png 1

liefert eine Bijektion (Codierung oder “Godelisierung”) zwischen ), IN" (der
Menge aller endlichen Folgen von naturlichen Zahlen) und IN. Die Funktionen
Ig():IN - IN und (), : IN = IN — deniert durch

—sind p.r.

lg({(zo,... ,&zn 1)):=n und

(z o 1)) = x; ,fallsi<n
Qe W= g fallsi n

Zusatz: Es gilt lg(s) s und (s); < s. Auerdem gibt es eine p.r. Funktion
B:IN — IN mit

BEWEIS: Beachte:

X0y Ty 1, N = {(xo,-..,2n 1) B(N).

() = 0. Wir beweisen zuerst den Zusatz. Die Ungleichungen fur

lg(s) und (s), folgen aus

lg(s) =n  (n-te Primzahl 1) =(0,...,0) ( @o,...,z, 1) =5 und (s); = x; < 2% s

Weiter setze z.B. B(x) := pf"‘l)2 (Anmerkung: Man kann B noch “kleiner” wahlen).

N——
p.r.

Zur Bijektivitat der Zuordnung: Die Injektivitat folgt aus der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung fur naturliche Zahlen und aus unserer Denition (beachte die

Rolle von ! und

1), die Surjektivitat aus der Existenz der Primfaktorzerlegung.

Zur primitiven Rekursivitat von lg( ) und ( ); (wobei wir nun den Zusatz benutzen):

Es gilt

lg(s) =y s[Vz

s(z>y = =[p. 1l(s+D])] wnd(s); =y s[(i+1 = lg(s)A=[p{ " *|(s+ D)V (i+1 < lg(s)A=[p} | (s+1)]

Mit Lemma 6 folgt daraus unsere Behauptung. 0

Folgerung 8 :

BEwWEIS: Das ist

Fur jedes n ist die Funktion (o, ... ,&n 1) = (To,... ,&n 1) DI

eigentlich schon klar wegen der Denition der Funktion (). Es

folgt aber auch aus

<JIO,-.- y Tn 1>

=y B(xo+ ...+ zn 1 +n)lg(y) =nAVi<n((y); = z;)]
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mit Lemma 6. 0

Ubung 1: Es sei 2 =Y, ve;i 2° mit &; € {0,1} (endliche Summe).

a) Zeige: Die Abbildung z + D, := {i | &; = 1} liefert eine Bijektion zwischen IN
und der Menge aller endlichen Teilmengen von IN. Zeige weiter: Die Relationen y €
D, und Y = | D, |
(= Machtigkeit von D,) sind p.r.

b) Es sei ¢ — E, eine Bijektion zwischen IN und den endlichen Teilmengen von IN.
Dann gibt es genau dann eine rekursive Permutation : IN — IN mit E, = D (,,
wenn “y € E,” und “y = |E,|” rekursiv sind.

Ubung 2 (Wertverlaufsrekursion):
Es sei g : IN®* — IN gegeben. f ist durch

fla, .o zny) =gz, - sxn), y, (f(21, -, 20,0), -0, f(21, .o s,y 1))

[also insbesondere f(&Z,0) := g((£),0,0)] eindeutig bestimmt. Wenn g rekursiv (p.r.)
ist, ist auch f rekursiv (p.r.).

(Wir werden Wertverlaufsrekursion im folgenden ofters benutzen. Insofern sei
diese Ubung dem Leser besonders ans Herz gelegt.)

Ubung 3: Es sei durch (zo,... , 2, 1)+ [0,...,2n 1] eine Bijektion von |J,, 5 IN"
auf IN deniert. [ ], und LG( ) seien weiterhin durch

0 ,fallsi n

2 falls i < n und  LG([xg,...,Tn 1]) :=n

[@o,s---an 1]]; =

deniert. Wir sagen, zwei solche Funktionen [ ]und [ ]’ sind rekursiv (p.r.) aquivalent
gdw. es eine Bijektion : IV — IN mit

(['rOa R 2 1]) = [3307 AR 7Y l]l

gibt und , ! rekursiv (p.r.) sind. Oenbar ist das eine Aquivalenzrelation.

a) Zeige: [] ist rekursiv aquivalent zu () gdw. [], und LG( ) rekursiv sind. [ ] ist
p.r. aquivalent zu () gdw. [], und LG( ) p.r. sind und wenn es eine p.r. Funktion
B gibt mit

Zoy.-o 3Ty 1,0 N = [x0,...,%, 1] B(N)
b) Zeige: (IN,()) = (IN,[]) (d.h. es existiert eine Bijektion : IN — IN mit
(zoy--+ 2 1)) =] (x0),.-., (2 1)]) gdw. eine Funktion ! : IN — IN existiert
mit I(z;) <([xo,...,Zn 1])-

Nun zur angekundigten Technik der “Godelisierung” (nach Kurt Godel) von
Registermaschinen:

Denition (Godelnummern) :
— Die Godelnummer einer Registermaschine M = (b, ... ,bn) ist

M= (b TN
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wobei
“(r,)" = (r, 1), "(r,co,-..,c) = (r,co,...,cy) und "s':=0.
— Die Godelnummer einer Konguration K = (¢,Wy,... ,Wg 1) ist
"Kli=A{e," Wy ,...,"Wg 1,
wobei

'_alo e ap, 1_|Z= <lo,... ,ln 1>.

— Mit W,, bezeichnen wir das Wort mit Godelnummer w, d.h. W, = w;
entsprechend By, fur den
Befehl mit "By, = b und M,, fur die Maschine mit "M,," = m.

Bemerkungen :
a) W*(w,L):= “W,, € A", wobei A ={ay,...,ar},ist p.r. in w und L; denn

W(w,L) -V i <lgw)(w), € {1,...,L}].

b) B (b,L,R):= “B, ist Befehl einer Registermaschine uber A mit R Registern”
ist p.r. in b, L, R; denn

B (bL,R) > [ig(b) =0V (g(b)=2A 1)y < RA(D), L)
V (lg(b) = L+2A(b), < R)].

¢) MY (m,L,R) := “M,, ist Registermaschine uber A mit R Registern” ist p.r. in
m, L, R; denn

M®(m,L,R) - m#0AVi <lg(m)[B ((m);,L, R) A (m);(y 1 =0
A(lg((m);) > 2 = Vj <lg((m);)(j >0 = ((m);); <lg(m)))] .

Lemma 9 : Es gibt eine p.r. Funktion Na, so da f ur alle Registermaschinen M
und Kongurationen K gilt

"M(K) = Na("M","K").

BEWEIS: Wir brauchen die folgenden drei p.r. Hilfsfunktionen:

Ers(s,i,y) = (oye-e sUYyovn 3Ty 1), WeN 8 = (Xgy ... ,&jy-.. , Ty 1)
S s , wenn i lg(s)
D(S;Z) I:<-’E0;-.. sy Ty 1,i>, wenn s = (330,... , Tn, 1>
F(s,i) = D(s,1) , wenn i > 0

(0, y&n 2) , wenn i =0, s = (To,--- ,Tn 1)
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In der Tat sind sie p.r., denn z.B.
Ers(s.ig) == Bls+y) lg(z) = lg(s)AV) <lg(s)((j =i = (2); = 9)AG #1 = (2), = (5),))
und

F(s,i) =z  B(s+0)[(i=0-lg(z) =lg(s) = 1AV <lg(2)(2); = (5);)
A >0—=1g(z) =1g(s) + LAV) <lg(s)(2); = (s); A (2 lg(s) = i)]-

Setze nun
k , falls lg(b) 1
Na(m, k) := { Ers(Ers(k,0,c+1),r+1,F(w,(b),)) , falls ig(b) =2
Ers(k,0, (b)(w)zg(w)—'1+1) , falls Ig(b) > 2,

wobei ¢ = (k)y, b= (m),, r = (b)g, w = (k),,;-
einzusehen, da dieses Na wie gewunscht ist. Falls etwa

Es ist nicht allzu schwer

m="M"="(by,...,bn)" und k="K'="(¢,Wo,... ,Wg 1)’

(also der Fall, der uns interessiert), dann werden in der Denition von Na gerade
die Falle b ="s", b = "(r,)" und b = "(r,cq,... ,cr) " unterschieden. Im dritten
Fall erhalten wir z.B.

b="b."'="(r,co,...,c)" = (r,co,... ,cy) und w = ('_K_')7qu1 ="W," ="(ai,,--- ,ailg(w)_.l)_',
also
(W)1g(w)=1 = Index des letzten Buchstaben von W, bzw. =0 falls W, = und (b )(w)lg(w)_.lJr1

Wie man nun aus der Denition von Na leicht sieht, gilt in diesem Fall wie gewunscht:
Na("M',"K") ="M(K)".

Die anderen Falle kann man sich analog klarmachen. 0

Bemerkung : Naturlich ist dann auch

(n,m, k) — Na™(m, k) :== Na(m, Na(m, ... ,Na(m,k)...)

v

~-
n-mal

primitiv rekursiv.
Nun konnen wir die Ruckrichtung von Satz 1 aus §2 zeigen:

Behauptung : .Jede RM-berechenbare Funktion ist rekursiv.

= C(w)zg(w)—‘l :
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BewEeis: Wir brauchen die p.r. Hilfsfunktion

z—z:=(1,...,1)
——’
z-mal

(Esist 0=0,z+1=F(z,1) ,also ist die Funktion p.r.)
und die p.r. Hilfsfunktionen (“Anfangskonguration”)

Gn:(t,x1,--.,xy) —(0,0,21,... ,2,,0,...,0)
L1 Tn
t-mal

(Es ist G (0,) = (0,0,7) und G (t + 1,7) = D(G(t, ©),0).)
Beachte, da M mit "M ' Registern auskommt; denn falls die Registernummer = in
M auftaucht, dann gilt »  "(r,0)" "M
Nun denieren wir das Pr adikat

Tn(ma L1y -- ,mn,g) — (m)(N(g)l (m,Gn(m,z1,... 7x")))0 =0
/\lg((N(g)l (m7 Gn(m7 xl; A 7mn)))1) = (g)o

Erlauterung: Die Idee ist, auszudrucken, da die Registermaschine mit G odelnummer m bei
Input & (4+ m-vielen Nullen) nach (g),-vielen Schritten mit Output (g), stoppt. Genauer: Es
gilt T"(m, Z,g) gdw.bei Anfangskonguration (0 ,0,%,0,...,0) die Maschine mit Godelnummer

m (wobei dies aber nicht unbedingt die Nummer einer Registermaschine zu sein braucht) nach
(9); Schritten die Stopkonguration erreicht, mit ( g), im 0-ten Register.

Daraus ist ersichtlich: Wenn f : IN® — IN von M berechnet wird, dann ist

( ) f(mlaaxn):(gT n(rMﬂaxla'--axnag))O

Anmerkung: Man mu nicht unbedingt das kleinste solche ¢ wahlen, aber dieses

tut’s. Aus () folgt unsere Behauptung. 0
Aus () erhalten wir unmittelbar ein weiteres wichtiges Ergebnis:

Folgerung 10 :  Fur jedes n gibt es ein p.r. Pradikat T™(m,x1,... ,x,,g) (das
“Kleene-Pradikat” (nach Stephen C. Kleene)), so da jede rekursive Funktion
f:IN" - IN die Form

f(xla cee 7‘Tn) = (gT n(eymla" . 7337179))0
fur ein geeignetes e € IN hat.

Man erhalt also eine uniforme Darstellung fur rekursive Funktionen f, wobei in
der Darstellung e die Godelnummer einer Registermaschine ist, die f berechnet.

Denition : Wir setzen ¢}, (¥) := (g7 ™(m,%,9)),-
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Unser Ergebnis von oben legt die Frage nahe, ob (fur alle n,m € IN) die
Funktion ¢} fur alle £ € IN" deniert ist. Die Antwort ist negativ, denn wenn
e nicht die Godelnummer der Registermaschine einer rekursiven Funktion ist, dann
ist ©7(Z) im allgemeinen nur eine partiell denierte Funktion. (Beispiel: Wenn
M = (0,0,...,0),s), dann ist 7, m ="M, nirgends deniert.)

Bemerkung : Es gibt keine rekursive Funktion F'(e,x), so da jede rekursive
Funktion f(z) die Form F(e, z) fur ein geeignetes e hat. Gabe es namlich eine solche
Funktion, dann hatte auch die rekursive Funktion F(z,z)+ 1 die Form F(e,z); fur
x = e ergibt sich ein Widerspruch.

21



¢4 Partiell rekursive Funktionen

Wir wollen uns nun mit partiell rekursiven Funktionen, auf die wir im letzten

Kapitel gestoen sind, n aher beschaftigen.

Notationen :
— Mit f: IN™ — IN bezeichnen wir eine partielle Funktion von IN" nach IN. f

ist deniert auf

dom(f) IN".
—f(z1,...,2,) L bedeutet (z1,...,2,) € dom(f). Sonst schreiben wir f(z1,... ,2,) T
(manchmal

schreiben wir dafur auch f(Z) ~1).

— Fur zwei partielle Funktionen f und g bedeutet
flxy, ... zn) =g(x1, ... ,T0),

da gilt: ( f(&) T und g(Z) 1) oder (f(Z) 4, g(&) | und f(Z) = g(Z)). Man
beachte, da wir ~ als Relation zwischen den Termen f(z1,... ,z,) und g(z1,... ,2,)
eingefuhrt haben, nicht als Relation zwischen den Funktionen f und g. Es gilt

daher insbesondere fur zwei partielle Funktionen f und g : IN™ < IN:
f=g—- V¥V ZeIN"f(Z) =~ g(Z).

Beachte auch, da f(Z) =~ y gdw. f(#) | und f(Z) = y (d.h. die Relation
f(&) ~y ist der Graph von f).
— Es sei M eine Registermaschine mit R Registern uber A und 49 A. Dann
“berechnet” M eine

partielle Funktion F : (4,)" < A , wobei

M

F(Wl,... ,Wn) ~ Wy <— (@,Wl,... ,Wn,w,... ,@) — (W(),)

— Wenn Ag = {|}, so sagen wir, da M die partielle Funktion f : IN" — IN
berechnet, wenn M
die Funktion F : (4,)" < A berechnet, fur die gilt

f(z1,...,z,) ~ Lange von F(|",...,|"™).

Denition : f : IN® < IN heit partiell rekursiv gdw. sich f aus den
Grundfunktionen RO durch die Operationen R1, R2 und uneingeschrankte Anwendung
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von R3 ergibt (d.h. in R3 braucht nicht VZ Jy(g(Z,y) = 0) erfullt zu sein). Fur
partielle Funktionen bedeuten dabei die Operationen R1-R3 folgendes:
R1: f ist deniert als

f(mla"' 7mn) = h(fl(f)7 7fk(f))7
d.h.

f(#) 2 yo < es existieren y1,... ,y; mit f1(Z) =2 y1,..., fx(Z) = yk,

und h(y1, ... ,Yr) = Yo.
R2: f ist deniert als

f(mlv"' ,.Z’n,O)
f(xla"' 7xn7y+1):

g(z1,... ,xy)
h(l'l,-.- 7mn7y’f($17"' ,J;n,y))

(analog zu R1 zu verstehen).
R3: f ist deniert als

f(xla"' ,.’En) =y (g(xla 7wnay) = ),
d.h.

f(@)~y <= 9(Z0) |, ..., 9y |, 9(&0) >0,...,
g(#,y 1) >0 und g(%,y) = 0.

Die alten Beweise liefern

Satz 1 : f: IN" — IN ist genau dann partiell rekursiv, wenn f von einer

Registermaschine berechnet wird. f hat die Form
flxr, ... xn) ~ (gT "(e,x1,-.. ,%n,9))g
fur ein geeignetes e € IN.
Folgerung 2 :  f ist rekursiv gdw. f partiell rekursiv und total ist.

BEWEIS:  “=": klar.
“<”: Nicht unmittelbar klar aus der Denition (wegen der uneingeschr ankten

Anwendung des -Operators in R3); aber wir haben mit Satz 1: Wenn f partiell
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—

rekursiv und total ist, dann existiert ein e € IN mit f(Z) ~ ¢ (Z)(~ (9T (e, Z,9)),)
und f ist total, daher (betrachte den Aufbau von (¢7" "(e,#,g)),) ist f rekursiv.
ad

Als nachstes erhalten wir das fur alles weitere zentrale Ergebnis (von Stephen
C. Kleene):

Satz 3 (Hauptsatz der Rekursionstheorie) :
Zu jedem n gibt es eine n+1-stellige partiell rekursive Funktion ¢™ (e, 1, ... , &) i~
©Mx1,... ,@y,) mit
a) (“Universelle Funktion”:) Jede partiell rekursive n-stellige Funktion f hat die
Form 7 fur ein
geeignetes e € IN.

b) (“s-m-n-Theorem”:) Fur alle n,m gibt es eine p.r. Funktion s mit

n+m n
O XLy e e Ty Yy e e 5 Ym) = ¢s$(67y17...7ym)(m1,... T

Zusatz: sy lat sich sogar injektiv w ahlen (fur alle n,m).

Denition : Dase ausa) heit ein Index von f (f kann mehrere Indizes haben).

f =l heit e-te n-stellige partiell rekursive Funktion.

BEWEIS (von Satz 3): Setze ¢"(e,z1,...,2,) =~ (9T ™(e,%1,...,2n,9))y, dann
gilt a), wie wir schon gezeigt haben (mit e = "M ', wobei M f berechnet). Zum
Beweis von b) nehmen wir an, da e Godelnummer einer Registermaschine M
ist, die @™ (&, ) berechnet. s™(e,y1,-..,Ym) ist dann die Godelnummer der

folgenden Maschine M’, die P (e.4) (Z) berechnet:

= Rp+1ls Rotily - | = - = | Rutml, Rutmls - - —>

- 7 - .
~" ~"

y1-mal Ym-mal

Fur den einfachen Fall m = 1 schreiben wir sl (e,y) explizit hin: Falls e = "M "' =

("bo ..., by ), dann ist

M =(n+1,1),...,(n+1,1),bo,...,by) und s.(e,y) = ((n+1,1),... ,(n+1,1),bo,. ..

v

~~

y-viele

wobei -
bi= (T,l) — E’i: (T,l)
bi=s — éi: S

bi:(’l", Coy - - - 7CL):> bi:(’l", Co +y7 ,CL +y)
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Formaler: Setze

b , falls Ig(b) 2

Hby) =S b<plt’ [Lg(b) = Ig(b) A (b)y = (b),
AV < lg(b)(i >0 — (b), = (b), +y] , sonst;

d.h. H berechnet b; aus b; und y. Nun setze

shiey) = e < plEVFHLDT 100y —ig(e) +y AV <y ((e), = (n+1,1))

AVj < lg(e)((e)y+j = H((e)jay)) .

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, da s} p.r. ist. Auerdem ist leicht zu sehen,
da sl die gewunschten Eigenschaften fur alle Zahlen e hat. Die Injektivitat ist
einfach nachzuprufen und sei dem Leser als Ubung uberlassen. (Beachte: s} ist total,
also auch fur solche e, x deniert, f ur die e nicht Godelnummer einer Registermaschine

ist oder e die Nummer einer Maschine ist, die fur x nicht stoppt.) 0

Folgerung 4 (Eektivit at von R1, R2 und R3) :
a) Fur alle n, k gibt es eine p.r. Funktion E mit

Piererrren)@1s- 5 Tn) = QE(QF (@1, Tn), oo 00 (21, 5 2n))
b) Fur alle n gibt es eine p.r. Funktion I mit
cp?(":f)(xl, ce s B, 0) (2, ..., 2p)
gp?(':’lf)(ml, e Ty + 1) gp?+2(:171, e Ty Yy @?('Z}f)(wl, 1)
¢) Fur alle n gibt es eine p.r. Funktion M mit

@”M(e)(ml,... Jxn) 2y (O Nz, 20, y) = 0)

d.h. man kann jeweils mit den vorgegebenen Indizes den Index der zusammengesetzten

Funktion “eektiv”, d.h. mit einer p.r. Funktion, berechnen.

BewEis: Die Nachweise sind einfach; wir zeigen als Beispiel b): Die Funktion F' —

deniert durch

F(wl,...,$n,0,6,f) ::gp"(e,xl,...,asn)
F(ml,"' 7mn7y+1767f):: Qpn+2(f7m1,"' ,.fL'n,y,F(.’El,... ;wnayaeaf))

— ist, wie man aus ihrer Denition sieht, partiell rekursiv. Wenn F = <p;‘+3 fur ein

g € IN, wahle nach dem s-n-n-Theorem s, , | mit @2 (Z,y, e, f) ~ <p?r;:1 (9:6.1) (Z,y).
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Setze nun I(e, f) :=s2,,(g,e, f), dann ist I wie gewunscht.

a) und c) analog. 0

Bemerkungen :
a) Aus der Entwicklung in §2 erkennt man, da es eine rekursive Menge P von
Godelnummern von

Maschinen gibt, so da die cpzl, (p € P) gerade die p.r. Funktionen sind.
b) Es gibt keine rekursive Menge P', so da {¢, | p € P'} die Klasse der rekursiven
Funktionen ist.

c¢) Es gibt rekursive Funktionen, die nicht p.r. sind.

BEWEIS:
a) Wir verzichten auf den Beweis (Ubung).
b) (Diagonaltrick) Sonst ware die Funktion

_ 0 , falls ¢ P’
fla) = oi(z)+ 1, falls x € P’

rekursiv, also f = 801190 fur ein py € P. Das ergibt den Widerspruch f(pg) = @1100 (po)+

1=f(po)+1'!
c) folgt aus a) und b). 0

Wir werden gleich noch ein konkretes Beispiel einer rekursiven, aber nicht p.r.
Funktion — die Ackermann-Funktion — kennenlernen.
Der Diagonaltrick, den wir zum Beweis von b) verwendet haben, liefert auch den

Beweis des folgenden Satzes (von Stephen C. Kleene):

Satz 5 (Rekursionssatz oder auch Fixpunktsatz) :
Es sein € IN und h : IN — IN rekursiv. Dann gibt es ein e € IN mit

807}3(@) = ¢

BEWEIS: Zunachst zeigen wir, da eine rekursive (also totale) Funktion cp} existiert
mit

Phil () (F) = @Z;@)(ﬂ’)

Beweis: Es ist ¢Z(¢1(x))(g)(: o™ (h(p'(z,2)),7)) partiell rekursiv, also existiert
nach dem Hauptsatz g € IN mit @} 1 () (7) =~ OptH(7,x) ~ Pl (g.0) (7). Weiter
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ist sl (g, ) rekursiv, also existiert wieder nach dem Hauptsatz ein f € IN mit

@ () ~ s3,(g, ). Die Funktion ¢} ist wie gewunscht.

Damit haben wir fur e := cp}(f) (4, da 4,0} totall)
Phie) = PRie}(1) = Poy(n) = Pe>
also unsere Behauptung. 0

Anwendung : Wir denieren die Ackermann-Funktion als eine Funktion, die
rekursiv, aber nicht p.r. ist. (Es gibt mehrere Varianten der Ackermann-Funktion.

Wir stellen nur eine vor.)

Wir denieren zun achst rekursiv fur alle n € IN:

go(z,y) =z +y
0 ,falls y =0

Ins1(2,y):= T Jfallsy =1
In(T, gny1(z,y 1)), fallsy > 1.

(Esist g1(z,y) =z y, g2(x,y) = 2¥ (y > 0), ...) Man sieht leicht (Induktionsbeweis):
Alle Funktionen g, sind p.r.

Behauptung: Die Funktion (n,z,y) — gn(z,y) — wir nennen sie die Ackermann-
Funktion — ist rekursiv.

Beweis: Wir betrachten dazu @2 (n, x,y) fur variables z. Idee: Wir suchen zg, so da
@3 (n,x,y) ~ gn(,y). Zunachst denieren wir mit rekursiver Fallunterscheidung

eine Funktion F': (n,z,y, z) — F(n,x,y, z) folgendermaen:

F(0,2,y,2) =~z+y
0 yfallsy =0
Fln+1,z,y,2):~ x yfalls y =1
G,z 02 (n+ 1,z,y= 1)), fallsy > 1

F ist nach Denition partiell rekursivin n, z, y, z (beachte: ¢3(n, x,y) ~ ¢©*(2,n, z,y)
ist partiell rekursiv in z, n, z, y). Folglich existiert ein f € IN mit: F = go‘]%; und
mit dem s-m-n-Theorem erhalten wir gp‘}(n,m,y,z) ~ cpié(f’z)(n,x,y). Wir setzen
nun h(z) := s3(f,2), also F(n,z,y,2) = ¢}, (n,x,y). Nach dem Rekursionssatz

existiert weiter ein e € IN mit 3 = @,31(6), d.h. wir haben

F(n,z,y,e) ~ ¢3(n,z,y).
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Also gilt nach Denition ¢3(0,z,y) ~ z +y und

0 ,falls y =0
P n+1,2,y) ~ x falls y = 1
O3(n,z,03(n+ La,y = 1)), falls y > 1.

Durch Vergleich mit der Denition von g, (z,y) erhalten wir

gn(z,y) = goz(n,x,y) fur alle n, z, y

(genauer Beweis durch Induktion uber n). Damit ist unsere Behauptung bewiesen

(siehe Folgerung 2).

Ubung 1:  Zu jeder p.r. Funktion f(x1,...,%,) gibt es ein n € IN, so daf ur alle
Tye.. Ty gilt:
fler,.ooyem) g2+ o+ 2+ 1)

Folgere: Die Ackermann-Funktion (n,z,y) — g,(z,y) ist nicht p.r.
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Nun zu einer Verstarkung des Rekursionssatzes:

Satz 6 (Eektive Version des Rekursionssatzes) :

Fur jedes n € IN gibt es eine rekursive Funktion s : IN — IN mit
Csn W yn) = 00 o)) s 5 Yn)

fur alle f € IN.

(Da h = cp} fur ein f, folgt der Rekursionssatz hieraus mit e = s(f).)

BEWEIS (genau wie der alte Beweis): Nach zweimaliger Anwendung des s-m-n-
Theorems erhalt man eine rekursive Funktion g mit

Pt @) =051 @) (7)

wobei ¢, total fur alle z ist. Denn wahle e mit PR (1 (o) (T = O, @, 2) ~

go?i(eomz)(gj'); wenn s; (o, %,2) ~ pp (z,2) ~ @i%(eh;)(m), setze g(2) = si(e, 2),
dann ist g wie gewunscht.
Setze nun
s(f) == W;(f) (9(f)),
dann ist s wie gewunscht. 0

Ubung 2:  Fur jedes n € IN gibt es eine rekursive Funktion 7 mit

n+1

w?(y)(xl’ ’J’ln) = wy (T(y)vxlwu :xn)-

Ubung 3:  Zu jedem n € IN und rekursiven Funktionen g, h : IN?> — IN gibt es

e, f mit
Ve = Phie,yy  und  9F = 9gc g

Hinweis: Deniere

L fl(yax%"' ,.’En) afaus $1:2y
(o o), ) = foly,@a, ... xy) , falls 21 = 2y + 1.

Zeige: Es gibt rekursive Funktionen s, ¢, m mit

(001 = Py und o = (@) Cie)-



§5 Rekursiv aufzaehlbare Mengen

In diesem Kapitel gehen wir uber zur nachsten wichtigen Klasse von Mengen
naturlicher Zahlen neben der der rekursiven, namlich zur Klasse der rekursiv aufzahlbaren

Mengen.

Denition : A  IN" heit rekursiv aufzahlbar (r.a.) gdw. eine rekursive
Relation R IN" IN existiert mit

A(F) - 3 yR(Z,y).
Zunachst einige einfache Abgeschlossenheitseigenschaften:

Lemma 1 :
a) Jede rekursive Relation ist r.a.
b) A(Z,y) r.a. und f: IN" — IN rekursiv = A(Z, f(¥)) r.a.
¢)A, Bra. = AV B und AN B r.a.
d) A(Z,y) r.a. = JyA(Z,y) r.a.
e) A(Z,y) ra. = Vy < zA(Z,y) r.a.

BEWEIS:
a) A(Z) sei rekursiv. Wir setzen R(Z,y) > A(Z) (also ist auch R rekursiv), dann
gilt

A(@) —» 3 yR(Z,y),

also A r.a.
b) Es gelte A(Z,y) +» 3zR(Z,y, z), dann haben wir

A(Z, f(Z)) = 3 2R(Z, f(2), 2)

(benutze die Abgeschlossenheitseigenschaften rekursiver Mengen).
c) Es gelte A(Z) « JyR(#,y) und B(Z) + 325(&, z); dann folgt

A@VB(@) - 3 u(R(Z,u)VS(Z,u)) undA@)AB(@) — 3 u(R(E, (u)))AS(Z, (u),))

(benutze b)).
d) Es gelte A(Z,y) < 3zR(Z,y, z), dann folgt

JyA(zr,... ,zn,y) = T uR(x1,... 20, (u)y, (w);)
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(benutze wieder b)).

e) R sei wie in d), dann haben wir

Vy < zA(Z,y) — 3 uVi < zR(Z, 1, (u),) .

-~

rekursiv

Die Bezeichnung “rekursiv aufzahlbar” wird gerechtfertigt durch Teil a) des

folgenden Lemmas:

Lemma 2 :
a) A IN ist ra. gdw. A =0 oder A = f[IN] := {f(z) | = € IN}, f rekursiv.
Man kann f sogar
p.r. oder, wenn A unendlich ist, injektiv wahlen.
b) A IN ist rekursiv gdw. A endlich ist oder A = f[IN], f rekursiv und streng

monoton wachsend.

BewEls:
a) “=": Es sel A r.a., a € A und es gelte A(z) +» JyR(x,y), R rekursiv. Setze

f(z) = (7;)0 : iilrllssfﬂt R((x), ();)

Dann ist A = f[IN], wie man leicht sieht. Wir werden unten (als Folgerung aus
Satz 5) sehen, da man R p.r. wahlen kann; dann ist auch f p.r. Wenn A = f[IV]

unendlich ist, deniere (durch Wertverlaufsrekursion)

fl@) = fly (fly) ¢{f0),....f'z 1)}).

Dann ist f' injektiv, und es gilt A = f'[IN], wie man leicht sieht.
“<”: Falls A = (), dann ist A rekursiv, also auch r.a. Falls § # A = f[IN], f

rekursiv, dann gilt

rekursiv

——
Alx) > 3 yfly) ==,
————

r.a.

also ist A r.a.

b) “=7: Es sei A rekursiv und unendlich. Setze

flx)=y (ye AAVi<az(y> (i)
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Dann ist A = f[IN], f rekursiv und streng monoton wachsend.
“<”: Falls A endlich ist, klar. Falls A unendlich ist und A = f[IN], f rekursiv und

streng monoton wachsend, dann gilt

A@) = 3y zfly) =z,
—_—————

rekursiv

also ist A rekursiv. O

Nun zu einem neuen Begri, der eine weitere Charakterisierung der rekursiven

und r.a. Relationen erlaubt:

Denition : Essei A IN" IN. Wir sagen, eine partielle Funktion ¢ : IN" <

IN uniformisiert A, wenn
Graph(yp) A ( also (%) ~y — A(Z,y)) und dom(p) = dom(A4),

wobei Graph(p) .= {(z1,... ,Znt1) | ©(X1,. .. ,2Zp) = Tpia}
und dom(A) := {(z1,... ,2,) | Jxpy1(21,-.. ,2ny1) € A}

Satz 3 (Uniformisierungssatz) :

Jede r.a. Relation ist durch eine partiell rekursive Funktion uniformisierbar.
Bewkls:  Es gelte A(zq,... ,2n41) ¢ JyR(z1,... ,Znt1,Yy), R rekursiv. Setze

90(1'17 e ,l’n) i (ZR (1'1, e 5 Ty (Z)Oa (2)1))07
dann ist ¢ wie gewunscht. 0

Folgerung 4 :
a) A ist rekursiv gdw. A und —A r.a. sind.
b) f: IN" — IN ist partiell rekursiv gdw. Graph(f) r.a. ist.
¢) A IN" ist r.a. gdw. A = dom(f) mit partiell rekursivem f.

BEWEIS: a) “=": klar aus dem bisherigen.

“<”: Es seien A und —A r.a., dann ist auch B := A { 0} U—-A { 1} r.a. Nun
uniformisiere ¢ die Menge B; dann ist K4 = ¢ partiell rekursiv und total, also A
rekursiv.

b) “=”: Es sei f = ¢, dann gilt

(xla' .- ,.Tn+1) € Graph(f) — 3 g(T”(e,ml,. . 7xnag) A (g)() = 'Tn-‘rl)a
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also ist Graph(f) r.a.

“<”: Es sei Graph(f) r.a.; dann gilt: f uniformisiert seinen eigenen Graphen; d.h.
wenn ¢ den Graphen von f uniformisiert (also insbesondere partiell rekursiv ist),
ist ¢ = f. Also ist f partiell rekursiv.

c) “=": Es sei A r.a. und

.. T fallsi ¢ A
@)= s 7 e A,

Dann ist Graph(f) = A { 0} r.a., also ist f partiell rekursiv (mit b)). Auerdem
gilt nach Denition A = dom(f).
“<”: Es gilt f = ¢l fur ein e € IV und

e A=dom(f) — 3 ¢gT"(e,Z,9),

also ist A r.a. O

Da die Relation 3gT"(e, %, g) weiterhin eine wichtige Rolle spielen wird, geben

wir ihr einen eigenen Namen:

Denition : Wir setzen
-Wn(e,x1,... ,&,) > IgT™(e, &, g). (W™ ist oensichtlich r.a.)
-Wr = {(z1,...,xn) | W™(e,21,... ,25)}. n =1 lassen wir weg, d.h. W, :=

Wl (wnr ist r.a. fur

allee,n € IN, daW} = dom(pl).) A = W heit e-te r.a. Menge; e heit ein
Index von

A=wn.

Der letzte Teil der Denition wird durch Teil a) des folgenden Satzes gerechtfertigt:

Satz 5 :

a) (Universelle Relation:) Jede r.a. Menge A IN" hat die Form W fur ein

e€ IN.

b) (s-m-n-Theorem:) W™ (z1, ..., Zn, Y1y- -, Ym) — s’in(&yh_” 7ym)(m1, e
¢) (Rekursionssatz:) Fur jede rekursive Funktion h und jedes n € IN existiert
e€ N mit W) =W,

d) (Rekursionssatz, eektive Version:) F' ur jedes n € IN gibt es eine rekursive

Funktion s mit

7mn)~
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Wi (@, .. an) = Pp(s() L A Wg}(s(f))(xl, e D).

BEWEIS:
a) ist aus dem vorangehenden klar (siehe Beweis von ¢) in Folgerung 4).

b) Benutze das s-m-n-Theorem, um folgendes zu zeigen: W (Z, ) <> IgT" ™ (e, &, 7, g)

© Jged™ME ) = (9)g ¢ 3998m 5 (@) = (9)y © FgT(s7'(e,7), 7, 9)
Wi (@)
¢) Benutze den Rekursionssatz; sonst ahnlich wie b).
d) Benutze die eektive Version des Rekursionssatzes; sonst ahnlich wie b). 0

Naturlich ist noch zu klaren: Gibt es uberhaupt r.a., aber nicht rekursive Mengen?
Die Antwort ergibt sich leicht aus Satz 5:

Folgerung 6 : K := {x|x € W,} ist r.a., aber nicht rekursiv.

BEWEIS: Angenommen, K (z) ware rekursiv, dann auch =K (z). Also gabe es e € IV
mit =K (z) < We.(z) (Satz 5a)); insbesondere galte nach Denition von K auch

-We(e) “ -K(e) “ We(e).
Widerspruch! 0
Folgerung 7 : Die Operationen von Lemma 1 sind eektiv; z.B. gibt es eine

rekursive Funktion h mit

We U Wf = Wh(e,f)~

Bewels: Ubung 1 (benutze Satz 5b)). 0

Aus dem Uniformisierungssatz (Satz 3) folgt das sogenannte “Reduktionsprinzip”

fur r.a. Mengen:

Satz 8 (Reduktion fur r.a. Mengen) :
Fur alle r.a. Mengen A, B IN™ gibt es ein reduzierendes Paar A , B von
r.a. Mengen,dh. A A, B B, ANB =0,A UB =AUB.

BEWEIS: Wir geben zwei Beweise:
1.Beweis: ¢ uniformisiere A { 0} U B { 1}. Setze

A ={Z] p(@) ~0} und B :={7|¢(Z) ~ 1}.
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2.Beweis: Es sei A(F) < JyR(Z,y), B(Z) «+» 325(Z, 2), R, S rekursiv. Setze
A (%) :¢ W (R(F,y)AVz < y=S(Z,z)) und B (T) :+> 32(S(Z,2)AVy  2-R(T,y)).
In beiden Fallen sieht man leicht, da A und B wie gewunscht sind. 0

Im Hinblick auf spatere Verallgemeinerungen fuhren wir nun folgende Bezeichnungsweise

ein:

Denition
— A heit  9-Menge gdw. A r.a. ist.
— A heit  Y-Menge, gdw. IN" \ A r.a. ist.

Folgerung 9 (Separation von 9-Mengen) :
Disjunkte 9-Mengen A und B lassen sich rekursiv trennen (“separieren”),
d.h. es gibt ein rekursives C mit A  C und CN B = (.

BEwEIs: Das Paar A , B reduziere IN" \ A IN" \ B (beide sind r.a.), d.h. es
gelte A IN"VA B N"\BundA UB =(IN"\A)UN"\B)=IN".
(A U B bezeichnet die disjunkte Vereinigung von A und B .) Setze

C:=B =IN"\ A .

Man sieht sofort, da C' die Mengen A und B trennt; C ist rekursiv, da C = B
ra.und N" \C = A r.a. sind. O

Gilt das Separationsprinzip auch fur ¢-(also r.a.)Mengen? Der folgende Satz

gibt eine negative Antwort:

Satz 10 : Es gibt disjunkte r.a. Mengen A und B , die nicht rekursiv trennbar

sind.

BEWEIS: Es seien A= {z |z € W), } und B := {z |z € W, }. Wahle A , B
als reduzierendes Paar rekursiv aufzahlbarer Mengen zu A und B.

Zwischenbehauptung: Fur alle e, f € IV gilt
{e,f) e (A NW)U(B NW;y) UV \ (We UWy)).

Beweis: Es sei (e, f) € W.UWy, also (e, f) € AUB = A UB . Zu zeigen ist: (e, f)
liegt dann in A NW, oder in B N Wy.
1.Fall: (e, f) € A, also (e, f) € A, daher (e, f) € W,; damit haben wir (e, f) €
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A NW..

2.Fall: (e, f) € B, also (e, f) € B, daher (e, f) € Wy; damit haben wir (e, f) €
B ﬂWf.

Somit haben wir die Zwischenbehauptung bewiesen.

Wenn wir nun annehmen, da eine rekursive Menge €' die Mengen A und B
trennt, kommt man so zu einem Widerspruch: Es gibt e, f € IN mit C = W; =
IN v W,, da C und —C r.a. (sogar rekursiv) sind.

0.Fall: (e, f) ¢ Wy UW, = IN — Widerspruch!

1.Fall: {e, f) € A NW,, also (e, f) € A \ C, daher A / C' — Widerspruch!
2.Fall: (e, f) € B NWy, also CNB # () — Widerspruch!

Mindestens einer der Falle mu nach der Zwischenbehauptung eintreten, also sind

wir fertig. 0

Folgerung 11 : Es sei Graph(yp) = A { 0} U B { 1}, wobei wir A, B als
disjunkte, r.a. und nicht rekursiv trennbare Mengen wahlen (etwa A und B
von oben). y ist dann eine partiell rekursive Funktion, die sich nicht zu einer

rekursiven fortsetzen lat.

BEWEIS: Angenommen, es existiert eine rekursive Fortsetzung f von ¢, so trennt
die rekursive Menge C := {z | f(x) = 0} die Mengen A und B. Widerspruch! []

Folgerung 12 :  Es gibt eine rekursive Funktion h mit h(x) > x und Wy,) = W,
fur alle x € IN.

BEWEIS: Es seien A und B wie oben. Nach dem s-m-n-Theorem gibt es eine

rekursive Funktion g mit

W, ,fallsy € A
Wz =4 1y}, fallsy e B
¢, sonst;

denn es existiert f € INmit (y € AANzeW,)V(ye BAz=y) & W?(z,:z:,y) +
W2 (t.0.)(2)- Setze g(x,y) := s1(f,2,y), dann ist g wie gewunscht.

Zwischenbehauptung: Fur alle z ist {g(z,y) | y € A} unendlich.

Beweis (indirekt): Es sei D := {g(x,y) | y € A} endlich. y — g(x,y) ist auf B
injektiv; denn, falls g(z,y) = g(z,y'), dann {y} = Wy, = Wywy) = {¥'}
also y = y'. Folglich ist auch F := {y € B | g(x,y) € D} endlich. Jetzt trennt
C:={y|ly¢ EANg(z,y) € D} (rekursiv) aber A und B. Widerspruch zur Wahl
von A und B!

33
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Aus der Zwischenbehauptung folgt: Fur festes z hat Wy, ) unendlich viele Indizes,
also hat W, unendlich viele Indizes, namlich die g(z,y) (y € A).

Nun nehmen wir fur h eine Uniformisierende von R(x,y) > 32(2 € AAg(x,2) =
y > x). Warum ist h wie gewunscht? Zunachst ist h total, da, wie wir eben
festgestellt haben, fur festes x g(z, ) Werte > x annimmt. Die Eigenschaft h(z) > z
ist klar nach der Denition von R. Weiter gilt auch Wj,) = W,; denn es sei
x € IN fest, dann gilt R(z,h(z)), da h Uniformisierende von R ist, also 3z, (z, €
AN g(w,2,) = h(xz) > x); aber z, € A impliziert Wy, .,) = W, nach den
Eigenschaften von g. Andererseits gilt Wy, ..) = W), da g(z,2,) = h(z); also
Wo = W) fur alle z € INV. 0



§ 6 Rekursiv isomorphe rekursiv aufzaehlbare Mengen

In diesem Kapitel fuhren wir eine Aquivalenzrelation zwischen r.a. Mengen ein,
die so beschaen sein wird, da alle wichtigen rekursionstheoretischen Eigenschaften

invariant unter ihr sind.

Denition : AundB IN heien rekursiv isomorph (Notation: A B) gdw.
es eine rekursive Permutation : IN — IN gibt mit A = '[B]:= {z € IN |
(z) € B} (alsox € A+ (z) € B). Wir schreiben dann : A B.

Beachte: Man kann diese Denition auch auf den n-stelligen Fall erweitern. Dies
liefert jedoch nichts grundsatzlich Neues, da man den allgemeinen Fall durch Godelisierung

auf den einstelligen Fall zuruckfuhren kann. Deshalb verzichten wir darauf.
Lemma 1 : ist eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS: id/V = I ist rekursiv, alsoist  reexiv. Mit ,  ist auch rekursiv;
daraus folgt die Transitivitat von . Schlielich ist mit —auch  '(z)~y ( (y) =

x) rekursiv, womit  auch symmetrisch ist. O

Lemma 2 : Gilt A B und ist A rekursiv (bzw. r.a., 9), dann ist auch B

rekursiv (bzw. r.a., 9).
Beweis: klar (beachte: A B = IN\ A IN \ B vermoge desselben ). 0
Im rekursiven Fall gibt es eine sehr einfache Charakterisierung der Relation

Lemma 3 : Es seien A und B rekursiv; dann gilt: A B gdw. |A| = |B| und
|IN \ Al = |IN \ B|.

BEwEIS: 7=": klar, da  Bijektion von A auf B und von IN \ A auf IN \ B ist.
7" Es gelte |A| = |B|,]IN \ A| = |IN \ B|. Setze

(z) = y yeBAy¢{ (0),..., (¢ 1)}) ,fallsze A
y g BAy¢{ (0),..., (z 1)}),fallsz ¢ A

ist mit Wertverlaufsrekursion und rekursiver Fallunterscheidung deniert, also
rekursiv, und erfullt oensichtlich A B. O
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Nun zu einer weiteren Relation zwischen r.a. Mengen:

Denition : Wir sagen, A ist 1-reduzierbar auf B (Notation: A B) gdw. ein
f:IN = IN, rekursiv, injektiv existiert mit A = f '[B] (also: x € A <> f(x) €
B). Fur ein f wie angegeben schreiben wir f : A | B.

Die anschauliche Vorstellung, die man dabei hat, ist: A ;B heit,da A mindestens
genauso leicht (im angegebenen Sinn) berechenbar ist wie B. Man sieht leicht, da

1 transitiv und reexiv ist.



§6 REKURSIV ISOMORPHE REKURSIV AUFZAEHLBARE MENGEN 35

Satz 4 (J.M. Myhill): A B gdw. A B A.

BEWEIS:  “=7": klar.
“<":Essei f: A (Bund g: B ;A. Wir konstruieren eine Funktion : A B

als Vereinigung
= U Di

ielN
einer aufsteigenden Folge py p1 po2 ... von endlichen Injektionen p; : IN — IV.
Dabei soll gelten

() pi(a) b — es existiert n € IN mit f(gf)"(a) = b oder g(fg)"(b) = a.

Diese Eigenschaft vererbt sich dann oensichtlich auf

Bemerkung: () impliziert:
() aceA—> beB

(und damit z € A & (z) € B).
Beweis: Es sei z.B. f(gf)"(a) = b, dann gilt

a€A < fla)eB & (gf)(a) €A < ... & (gf)" €A & f(gf)" € B.

Fangen wir also an, die p; wie angegeben zu konstruieren. Wir tun dies rekursiv:

Wir beginnen mit pg := §.

Es sei p,, deniert, so da () gilt, dann unterscheiden wir zwei Falle:

1. Fall: m gerade.
Es sei a:=z (z ¢ dom(p,,)) (existiert, da dom(p,,) endlich ist).
Zwischenbehauptung: Es gibt ein n € IN mit f(gf)"(a) ¢ mg(pm) = {y |
3 D) = ).
Beweis (indirekt): Sonst ware B’ := {f(gf)"(a) | n € IN} rng(pm), also
endlich, da p,, endlich ist. Ebenso ware A’ := {(gf)"(a) | n € IN} endlich, da
flA']  B'und f injektiv ist. Wir erhalten sogar |A’| = |B'|, da auch ¢g[B'] A’
und ¢ injektiv ist. Wir zeigen nun, da aus bV € B’ die Aussage p,,!(V/) =:
a' € A’ folgt: Nach Induktionvoraussetzung existiert entweder ein n € IN mit
g(fg)" (b') = @’ — dann gilt aber a’ € A’ nach Denition von A’ und wir sind fertig
— oder es existiert ein n € IN mit f(gf)"(a’) = V'; dann existiert andererseits
aber auch ein kK n mit f(gf)*(a) = ¥ € B, woraus o' = (gf)" "(a) folgt;
also gilt auch in diesem Fall o’ € A’ (nach Denition von A'). Hieraus folgt nun
aber |A'| | A'ndom(py)| | B'| =|A|, also |4'| = |4’ N dom(py,)|. Wegen der
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Endlichkeit von A’ haben wir damit (a €)A’  dom(p,,), im Widerspruch zur
Wahl von a ! Damit ist unsere Zwischenbehauptung bewiesen.
Wahle nun n minimal mit b := f(gf)"(a) ¢ rng(pm,) und setze ppmi1 := pm U
{(a,0)}.

2. Fall: m ungerade
Setze analog b := z (z ¢ rmg(pm)), n = k (9(f9)*(v) ¢ dom(pp)), a =
9(f9)" (b) und pins1 = pp U {(a,b)}.

Die p; sind dann oenbar wie gew unscht.

Unsere Funktion = |J;c v pi ist nach Konstruktion auf ganz IV deniert und ist
injektiv, weil alle p; injektiv sind. Auerdem haben wir (), also A = ![B]. Es
bleibt noch zu zeigen, da  rekursiv ist. Anschaulich ist aus unserer Konstruktion
klar, da  berechenbar und damit (Churchs These) rekursiv ist. Um einen genauen
Beweis zu geben, mussen wir jedoch eine Darstellung von angeben, die zeigt, da
rekursiv ist. Da dies technisch ist, aber von der Idee her nichts Neues bringt, sei
dies dem Leser als Ubung 1 uberlassen. (Hinweis: Deniere rekursive Funktionen
, und f:IN = IN mit f(i) = ( (i), (1)), soda ppy1 =p, U{{ (n), (n))},
und setze (a) := (f(¢ ( (4) = a)));.) 0

Im Zusammenhang mit der 1-Reduzierbarkeit nun ein weiterer Begri:

Denition : A heit vollstandig gdw. A r.a. ist und alle r.a. B 1-reduzierbar
auf A sind, d.h. wenn B A fur alle r.a. B gilt.

Bemerkung :
a) Wenn A r.a. ist und B 14, so ist auch B r.a.
b) Wenn A vollstandig ist, so ist A nicht rekursiv.

BEWEIS:

a) Wenn A r.a. und ¢ € B + f(z) € A, dann ist B r.a. nach § 5, Lemma 1b).

b) Wahle ein r.a., aber nicht rekursives B. Falls A vollstandig ist, existiert ein
f: B 1A Esgilt dann z € B & f(z) € A. Ware A rekursiv, dann auch B.
Widerspruch zur Wahl von B ! 0

BEISPIEL: U := {z | (z), € W(,), } ist vollstandig, denn falls B r.a. ist, existiert ein
e € IN mit B=W,; dann gilt B U via :z— (z,€).

Folgerung 5 : Alle vollstandigen Mengen sind rekursiv isomorph.

BeweEis: Sind A und B vollstandig, dann gilt nach a) A B A, also (mit dem
Satz von Myhill) A B. 0
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Die vollstandigen Mengen liegen also alle in einer Aquivalenzklasse von . Man
sieht auch leicht (mit Transitivitat von 1), da uberhaupt alle Mengen in dieser
Aquivalenzklasse, also alle zu einer vollstandigen Menge rekursiv isomorphen Mengen,
vollstandig sind.

Weitere neue Begrie:

Denition
a) Eine Menge A heit kreativ gdw. A r.a. ist und es eine partiell rekursive
Funktion ¢ gibt
mit
ANWe=0 = ple) L Ayple) g AUW,.

Ein solches ¢ heit produktiv fur A.
b) A heit m-reduzierbar auf B, geschrieben A ,,B, wenn es ein rekursives
f:IN—-IN

gibt mit A = f '[B]. (f braucht also nicht injektiv zu sein.) Wir schreiben
dann auch

f:A ,,B.
¢) Eine Menge A heit m-vollstandig gdw. A r.a. ist und alle r.a. B auf A
m-reduzierbar

sind.

Bemerkungen :

a) Ein kreatives A ist nicht rekursiv.

b) K := {z | x € W, } ist kreativ mit produktiver Funktion idpy.

c) Ay :={z | W, # 0} und Ay := {2z | 17 € W, } sind m-vollstandig.

BEWEIS:

a) Sonst ware IN \ A r.a. (sogar rekursiv); oenbar ist f ur kein e € IN aber
IN v A=W, (d.h. kreativ = auf eektive Weise nicht rekursiv).

b) klar nach Denition.

¢) Wenn B r.a. ist, wahle h rekursiv mit Wy, (y) > = € B fur alle y (mit s-m-
n-Theorem). Dann gilt h: B, {z | W, #0}und h: B ,,{z]| 17 € W,} (z.B.:
T €B e Wiy =IN & hz) € Ay < weh M[A]). 0

Satz 6 : Fur A IN sind aquivalent:
a) A ist kreativ.
b) A ist m-vollstandig.
¢) A ist vollstandig.
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BEWwWEIS:

¢) = b) ist klar.

b) = a): Es sei A m-vollstandig und B kreativ (z.B. = K) mit produktiver Funktion
. Da B insbesondere r.a. ist, existiert ein f : B ,,A. Wahle mit dem s-m-n-
Theorem ein rekursives h mit Wy = f '[We]. Dann ist f ¢ h produktive
Funktion von A. Denn aus W, N A = 0 folgt f '[W,]NB = Wy NB =0, also
¢(h(e)) I und @(h(e)) & W) U B, daher f(p(h(e))) ¢ We U A.

a) = b): Es sei ¢ produktive Funktion von A, und B sei r.a.

Zwischenbehauptung 1: Es gibt eine rekursive Funktion h mit

W — {p(h(x))} , fallsz € B
h(z) = 0 ,falls z ¢ B,

wobel {¢(a)} =0, falls p(a) 1.

Beweis: Wahle e so, da W2(y,z,z) ¢ ¢(2) ~ y Az € B. Es gilt nach dem s-m-
n-Theorem: W3 (y, z,z) < W2 (e,2.2)(y)- Nochmals nach dem s-m-n-Theorem gibt
es ein rekursives g mit si(e, z,z) = ¢y, (2). Nun sei s wie im Rekursionssatz fur
r.a. Mengen, also Wy(s)(y) <> Lp}(s(f)) L AW, (s (). Dann gilt W) (y)
W¢é(m)(s(g(m)))(y). Setze nun h(z) := s(g(z)), dann gilt insgesamt

Wiy (y) < Wy, o(h(x)),2) ¢ ¢(h(z)) ~y Az € B.

Damit ist die Zwischenbehauptung 1 bewiesen.

Jetzt gilt f: B ,,Avia f:=¢ h.

Beweis: Wenn z ¢ B, dann ist W) = 0, also ¢(h(z)) | und o(h(z)) ¢ A(UWj(a)),
da ¢ produktive Funktion von A ist. Wenn z € B, dann ist Wj,,) = {@(h(z))}.
Ware AN Wi,y = 0, so ware p(h(x)) | und @(h(z)) ¢ Why(y)(UA). Widerspruch!
Also ist A N {p(h(z))} # 0, d.h. p(h(z)) | und p(h(z)) € A. Damit gilt aber
f YAl = (¢ h) '(A) = B. f ist naturlich auch rekursiv, da ¢ und h es sind.

b) = c¢): Es sei A m-vollstandig. Wir setzen D, := {i | ; = 1} = {x0,... ,2,},
wenn =Y. n (i 29, 5 € {0,1} (also zp < ... < x,). (Vergleiche § 3, Ubung
1.)

Zwischenbehauptung 2: Es gibt eine rekursive Funktion g mit

D,NA#0= g(x) e A\ D,
D,NA=0=g(z) ¢ AUD,

Beweis: Es sei f : K ,,A, und i — a; sei eine rekursive Aufzahlung von A, d.h.

A ={ag,ai,...} (beachte: A unendlich, da A kreativ, also nicht rekursiv; vgl. auch
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§ 5, Lemma 2). Es sei weiter h rekursiv mit

f 1D,],falls D, NA=10

Wh(z) = IN , sonst,

also Wy ={y | fly) € D, V3z € D, N A(x)} (mit s-m-n-Theorem wie oben).
Setze

g(x) := f(h(x)) _ , wenn f(h(x)) ¢ D,
a;,(€ A), wobeiig =i (a; ¢ D), wenn f(h(z)) € D,.

Dann gilt auf jeden Fall g(z) ¢ D,. Auerdem gilt: Wenn D,NA # (), dann W(,) =
IN, also h(z) € K, daher f(h(z)) € A, folglich g(z) € A\ D,. Wenn D, N A = {),
dann W) = f (D). Es gilt auerdem: Aus h(z) € K folgt f(h(z)) € D,, was
nicht sein kann; also h(z) ¢ K. Aus f(h(z)) ¢ D, und f(h(z)) ¢ A (da h(z) ¢ K)
folgt nun aber g(x) ¢ AU D,. Damit ist Zwischenbehauptung 2 bewiesen.

Wir denieren jetzt induktiv eine Funktion g¢(y,z) durch
gy, x) = g(2V + Y220,
i<z

g ist rekursiv (Wertverlaufsrekursion), und es gilt (i): Fur alle y ist die Abbildung
z + g(y, x) injektiv; und (ii): y € A ¢ g(y,z) € Afurallex € IN. Zu (i): Man kann
leicht durch Induktion uber z zeigen, da ¢(y,z) ¢ {y,9(y,0),... ,9(y,x 1)}. Zu
(ii): Ebenso kann man leicht durch Induktion uber y zeigen, da y € A < g(y,x) €
A. Daraus folgt jeweils die Behauptung.

Wenn nun f: B ,,A,so¢gilt f': B A fur

J'(@):=9(f(x),z g(f(2),2) ¢ {['(0),....['(x D}

(wieder Wertverlaufsrekursion). f' ist injektiv nach Konstruktion. Und g “respektiert
A7, also

f': B {A. Damit ist der Satz bewiesen. 0

Folgerung 7: Alle kreativen, alle m-vollstandigen und alle vollstandigen Mengen

sind rekursiv isomorph.
BeEwEIs: klar mit Folgerung 5 und Satz 6. 1]
Folgerung 8 :  Wenn A kreativ ist, dann gibt es eine rekursive Funktion f mit

Fle) € (ANW.) U (N \ (AUW,)).
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BewEls: K hat diese Eigenschaft (f = id). Wenn : K A und h rekursive

Funktion mit W,y =  '[We], dann setze f(e) := (h(e)). f ist wie gewunscht,
denn es gilt:
(h(e)) € A &> h(e) € Al =K < he) € Wiy = W] & (h(e)) €

We. a
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Ubung 2: A heit Zylinder, wenn es eine rekursive Funktion g(y,z) gibt mit den
Eigenschaften: (i) z — g(y, x) ist injektiv fur alle y und (ii): y € A < g(y,z) € A.
Zeige: a) A ist Zylinder gdw. VB(B ,,A— B A4)

b) Zu jedem A gibt es einen Zylinder A’ mit A ,, A" ,,A.

c) A’ ist bis auf  eindeutig bestimmt (:= die Zylindrizierung von A).
(Hinweis: A" = {(z,y) | z € A}) (Vollstandige Mengen sind Zylinder.)

Gibt es r.a. Mengen, die weder rekursiv noch kreativ (vollstandig) sind? Zur

Beantwortung dieser Frage ist der folgende Begri n utzlich:

Denition : Eine Menge A heit simpel (englisch: simple) gdw. A r.a. und
IN \ A unendlich ist, aber keine unendliche r.a. Teilmenge enthalt.

Bemerkungen:
a) Simple Mengen sind nicht rekursiv.

b) Kreative (oder vollstandige) Mengen A sind nicht simpel.

BewEls:

a) klar, da sonst IN \ A r.a. ware.

b) Wenn A kreativ ist, dann ist A vollstandig, also existiert insbesondere ein f :
(0 1 A. f[IV] ist unendliche r.a. Teilmenge von IN \ A; also ist A nicht simpel.  []

Satz 9 : Es gibt simple Mengen.

BEWEIS: ¢ uniformisiere die r.a. Menge {(z,y) | y € Wy Ay > 2z}. Dann ist
mg(p) = {y | Jzp(z) ~ y} simpel. Denn es gilt |rng(p) N {0,1,...,2z + 1}

x + 1, also ist IV \ rng(p) unendlich. Auerdem gilt: Falls . unendlich ist, dann
gilt e € dom(p) (W, enthalt genugend groe y); also p(e) € W,; und damit kann
nicht W, IV \ rng(p) gelten. IN \ rng(yp) enthalt also keine unendliche r.a.
Teilmenge W,. Oensichtlich ist rng( ¢) r.a., also insgesamt simpel. 0

Ubung 3: Wenn A | B und B simpel ist, dann ist A rekursiv oder simpel.

Ubung 4: Es sei A simpel. Dann ist die Menge {2z | « € A} r.a., nicht rekursiv,

nicht simpel und nicht vollstandig.

Ubung 5: Es sei A r.a. und nicht rekursiv. Wahle f rekursiv und injektiv mit A =
f[IN]. Dann ist D := {z | Jy > = [f(y) < f(z)]} simpel. (Hinweis: Hatte IN \ D
eine unendliche r.a. Teilmenge, dann ware IV \ A r.a.)
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§ 7 Die arithmetische Hierarchie

Wir denieren als Verallgemeinerung unserer fr uheren Denition von

rekursiv fur alle n € IN:

Denition (die arithmetische Hierarchie):

0 0
jund 7

Die kleinste Klasse von Mengen, die die rekursiven Mengen umfat und unter

Quantizierung abgeschlossen ist, nennen wir die Klasse der arithmetischen

Mengen. Auerdem denieren wir:

S = 9:= Klasse der rekursiven Mengen

90 :=1{S IN™|S(@) < P (Z,y), mit Pe 9 melN}
0 ={P N™|P(@ e VyS(Zy), mitSe 9 melN}
0 ._ 0pn 0

2) = Unew %

Es wird sich zeigen, da die Klasse der arithmetischen Mengen gerade die Klasse
0 ist (mit Satz 1 und Lemma 2). Der Name “arithmetische Mengen” ndet seine

Rechtfertigung am Ende des Kapitels.
Aus dem bisherigen ist klar:
= Klasse der r.a. Mengen

= 9= § (dagilt: A rekursiv < A ra. und IV \ Ar.a.)

Auerdem (mit Induktion) :

¢ = Klasse der Mengen, deren Komplement, r.a. ist
0
1

Eine 9-Menge S hat die Form : S (Z) > Jy1Vy2TJys ..., QuaR (2, y1, . .
Eine Y-Menge P hat die Form : P (Z) <> Vy13y2 Yy3 . .. Qua R (Z, y1, - -

(wobei @ € {V ,3}).

Satz 1 (Abgeschlossenheitseigenschaften) :
a)Ade % 0 «—=-4e O O
b) A(@,y)e O Y | frekursiv = A(Z, f(
c)A,Be % 9 — AvB,ANBe 0 °
d)AZ,y)e 5 % = WAFy e | VAT y e |
e) A(Z,y)e % ¥ = Ve<yd(@2)e U Jz<yd(@ 2)e ?

n

7)) €

=]
3

-, Yn), R rekursiv.

-, Yn), R rekursiv
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BEWEIS (wie fur r.a. Mengen) :
a)Essei A€ 9 mit A(Z) <> Jy1 ... QuaR(Z,y1,.-. ,yn) ( 2-Fall analog ), dann

n

gilt
—AZ) > Y oy .. .@y,n:'R(:i’, Yy - ,ynl
rekursiv
mit
0= vV, falls @ =4
3 fllsQ =V.

b) Essei A € 9 mit A(F,y) ¢ Jy1...QunR(F, Y, 41, .- ,yn) und f rekursiv, dann
gilt
A(faf(f)) — 3 Y- -QynR(faf(f)ayla' c ;yn) .

~~

rekursiv

¢) Induktion uber n, simultan fur 2 und 9 :
n = 0: bekannt.
n—n+1: Esseien A, B e 9 | mit A(Z) ¢ JyA'(Z,y) und B(Z) < JyB'(Z,y) ,

A', B'"e 9 dann gilt

ANB(E) + Fy(A'(7, (9)0) A B'(Z,(y)1)) und AVB() ¢ Fy(A'(7,y) v B'(Z,y)).

€ 9 (Ind.-Ann. und b)) € 9 (Ind.-Ann.)

Der 9, -Fall folgt daraus mit a).
d) Essei A € 9 mit A(Z,y) & I24'(Z,y,2), 4" € O | ( 9-Fall analog), dann

gilt
IyAE,y) = 3 u(A'(F, (u)o, (u)1)).
—————

€ 9, (mit b))
e) Bssei A € U, mit A(Z,y) + JwA' (Z,y,w) , A € 9, ( 9,,-Fall analog),

dann gilt

Vz < yA(Z,z) = V z<ydwA (Z,z,w) = I uVz(z <y — A(Z, 2, (u),).

€ 9 (mit b), ¢) und d)
bzw. Fall n = 0) 0

Es liegt folgende Situation vor, wobei die Pfeile echte Inklusionen bedeuten:
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0 0 0
0 1 2
| s ¢ s hN
o _ o0 0 0
o = 1 2 3
| N a e s
0 0 0
0 1 2

Den Beweis hierfur liefern Schritt fur Schritt die folgenden Lemmata und Satze
(bis Folgerung 5).

0

0 0 0
Lemma 2 n n+1 o n n+l

BewEIs (Einfuhrung blinder Variabler):

Essei A € 2 mit A(Z) ¢ Jy1...QunR(Z,41,-.. ,Yn), R rekursiv ( 2-Fall analog),
dann gilt

A(@) < Yyodyr .- QunR(Z,y1, - ,yn) und  A(@) © Iy .. QuaQyn1 BT, y1, .-, yn)

v

€ 2+1 € 9L+1
(Q wie oben), also A€ 9. 0
Lemma 3 : Furallen > 0, m > 0 gibt es eine universelle ?-Relation U™

IN™ dh U™ € 9 und fur alle S IN™ aus 9 gibt es ein e € IN mit
S(&) <> U™ (e, @). e heit ein  %-Index von S. Analog existiert eine universelle

O-Relation V" fur allen > 0 und m > 0.

BewEIls: Wir benutzen den entsprechenden Satz fur r.a. Relationen aus § 5 (Satz

5), der uns fur alle k € IN eine universelle r.a. Relation W* liefert, und setzen

Um(e,Z) — 3 y1...Qu, 1(m)W™" Ye, & y1, - s Yn 1) (=3 y1...Quu(2)T™ ™ e, &y, ...

(T ist das in §3, Folgerung 10 eingefuhrte Kleene-Pradikat), wobei das Negationszeichen

gesetzt wird, falls n gerade ist, d.h. falls Q = 3, sonst nicht. U™ ist dann wie

gewunscht. 0
Bemerkung : Fur n = 0 ist dies falsch, d.h. es gibt keine universelle rekursive
Menge.

BEwEIS: Angenommen, U(z, z, ) ware universelle rekursive Relation, dann ware
auch —U(z, z,¥) rekursiv in = und §, also existierte ein e € IN mit —~U(z, z,§) <

Ule,z, ). Widerspruch fur z = e ! 0

2 Yn))
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Folgerung 4 (Hierarchiesatz) :

a) Fur alle n > 0 gibt es eine 9-Menge S, die keine %-Menge ist; d.h. es gilt
0 0

n # n-
b) Fur alle n > 0 gibt es eine 9-Menge P, die keine 9-Menge ist; d.h. es gilt
noE
BEWEIS:

a) Es sei Ul € 0 wie in Lemma 3; wir betrachten S(z) :<+ Ul(x,z). S ist nach
Satz 1b) in  2; ware S auch in 9, dann hatten wir =S € 2 und ein e € IN mit
=S(x) <> Ul(e,z), was aber einen Widerspruch fur z = e ergibt!

b) Mit dem S aus a) erhalten wir dual dazu fur P:= N\ S: Pe 9\ 9. 0
Ubung 1: Fur jedes S € 9\ 0 gilt: {22 |z € S} U {2e+1|x¢ St e O 1
(2U )

Folgerung 5 : Su 2 2+1.

BEISPIELE :
1) Tot := {e | ¢! totall € 9, denn

ol total =V z3y[pl(z) ~y].
———
0
1
| —
0
2

2) {(e,f) | pt =93} € 9, denn
e =pp =V aVylpi(z) =y & o)(x) ~y)
=V aVyl(er 2y Apt 2 y)V (=(ei(z) = y) A-(eh(x) > )]

~ /
~" ~

Q Q

1 1

=~
0
2

3) {e | W} rekursiv} € 9, denn

e

0 o]
2 2

~

W} rekursiv = 3 f(W;=IN\W})) = 3 fVz[(c e W Az g W)V (z ¢ WAz e W))].

)

~~
0
3

4) Fin := {e | W} endlich} € 9, denn

€

Wl endlich —» 3 aVy > 2 -Wl(y).
N———

0

1

N J
~
0
2
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Die Frage liegt nahe, ob die Klassizierung der Mengen in unseren Beispielen
optimal ist. Fur ihre Beantwortung fuhren wir eine Verallgemeinerung des Begris
der Vollstandigkeit ein.

Denition : A IV heit 9( %)-vollstandig, wenn A€ %( %) und B A

n n n

fur alle B € ?2( %). (Wie fruher beschranken wir uns auf den einstelligen Fall,

dh. A,B IN.)

Entsprechend: ©

9(C 9)-m-vollstandig (ersetze | durch ,,).

Bemerkung :
a) Y-vollstandig = vollstandig
b) A O-vollstandig <= -4 ¥-vollstandig

c) A 9( 9)-vollstandigundn >0= A ¢ 2( Y)

n n n

BEWEIS:

a) klar.

b) klar mit f: B A<= f:-B -A.

c) Essei Be 2\ Y (aus dem Hierarchiesatz). Angenommen A € Y | dann

n n n

hatte man auch B € ¢, da B ;A. Widerspruch zur Wahl von B! 0

Satz 6 :  Bis auf rekursive Isomorphie gibt es genau eine % -vollstandige Menge
A DN fur jedesn 1. (Dasselbe gilt fur 9.)

BeEweis: Die Eindeutigkeit folgt wie fruher aus dem Satz von Myhill. Zur Existenz:

Ul sei 9-universell, dann ist A(z) > UL((z),, (x);) 2-vollstandig. Denn falls

n-

Be 0 und B(z) + Ul(e,x) fur ein e € IN, dann gilt B ;A via =+ (e,z). 0

n

BEISPIELE :

1) Tot ist  9-vollstandig.

Beweis: Wir wissen schon: Tot € 9. Esseinun B € Y mit B(z) <> VzS(z,2), S €
0. Wir denieren f durch f(z,2) ~ y > y = 1 A S(z,2), dann gilt f(x,2) ~

l(x,z) fur ein e € IN. Nun wahlen wir mit dem s-m-n-Theorem ein rekursives,

injektives g mit ol (z,2) ~ 90;(1)(2')- Damit erhalten wir B(z) < VzS(z,2)

90!1](1) total <+ g(z) € Tot; also g : B Tot.

2) Fin ist  9-vollstandig.

Beweis: Wir wissen schon: Fin € 9. Es sei B € 3 mit B(z) + JyA(z,y).

Ahnlich wie oben wahlen wir nun ein rekursives, injektives g mit Wy,)(n) «

Vy  n-A(z,y) (also Wy(,) endlich < JyA(z,y)). Dann gilt B(x) < JyA(z,y)

<+ Wy(a) endlich <+ g(x) € Fin; also g : B ;Fin.
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Bemerkung (ohne Beweis) : J-vollstandige Mengen sind: {e | W, rekursiv}, {e |
W, konit }, {e | W, kreativ}. Die Menge {e | W, simpel} ist $-vollstandig.

Nun wollen wir auch die Satze uber Uniformisierung, Reduktion und Separation

von den r.a. Mengen auf die ganze arithmetische Hierarchie ubertragen:

Denition : Eine partielle Funktion f : IN™ < IN heit partielle 2( ?)-Funktion

n

(Notation: f € 2( %)) gdw. der Graph von f, d.h. die durch f(Z) ~ y denierte
Relation, aus 0 ist.

Bemerkung :
a) f partiell rekursiv <= f e
b) f€ Y undtotal = fe ¢!

n

BEWEIS:
a) klar.
b) Essei f € 9 und total, dann gilt f(F) =y = V z{z=yV-(f(&) =2)}. 0O

n

~~

0

n

Satz 7 (Uniformisierungssatz fur 2-Relationen, n > 0) :

Jede 0-Relation S lat sich durch eine partielle O -Funktion uniformisieren.
Bewris: S IN™™!sei O-Relation mit S(Z,y) «» 32P(Z,y,2),P € 9 ,. Wir
denieren
[(@) = (wP (£, (w),, (w)l)o, dann gilt

f(@) >y =3 wlP, (W), (w);) AVu <w[=P(F, (u)g, (u)))] A (w)y = y].-

v

o
f ist also wie gewunscht. 0
Wie fruher beweist man damit

Folgerung 8 :  Fur allen > 0 gilt:

a) Y-Reduktion: 9-Mengen lassen sich durch disjunkte 2-Mengen reduzieren.
b) O-Separation: Disjunkte °-Mengen lassen sich durch eine %-Menge trennen.

¢) Es gibt ©-Mengen, die nicht 9 -reduzierbar sind.

d) Es gibt disjunkte ©-Mengen, die nicht °-trennbar sind.

BEweris:  Ubung 2. O
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ANHANG: RECHTFERTIGUNG DES NAMENS “ARITHMETISCHE HIERARCHIE”

Wir betrachten die Sprache L = {0,+, ,S,<} und dazu die Struktur A" :=
(IN,0,+, , S, <), also das Standard-Modell der Arithmetik, und denieren rekursiv:
a) Jo := Y := die kleinste Klasse von L-Formeln, die die atomaren Formeln enthalt
und unter

=,V und beschrankter Quantizierung abgeschlossen ist.
b) Jnt1 := {Jzp | ¢ € Vn},

Vg1 = {Vap | ¢ € 3,}.
¢) R IN™ heit d;(Vg)-denierbar |, wenn ein ¢ € 35 (V) existiert mit R(7i) <
N = ().

Man erhalt dann folgendes Ergebnis:

Satz 9: Furn >0 gilt
a) S ist I,-denierbar <= S €
b) P ist V,,-denierhar <= P ¢ 0

(Ohne Beweis)

Daraus ist ersichtlich:

Die arithmetischen Mengen sind genau die L-denierbaren Teilmengen des Standardmodells
N der Arithmetik.



¢ 8 Relative Berechenbarkeit

Wir verallgemeinern nun den Begri der Berechenbarkeit, indem wir zus atzliche

Grundfunktionen (bzw. Befehle), sogenannte “Orakel”, zulassen.

Denition
a) Es sei h : IN — IN eine Funktion (bzw. A IN eine Relation). Eine
partielle Funktion f : IN" — IN heit RM-berechenbar in h, wenn es eine

Registermaschine mit zusatzlichen Befehlen

gibt, die f berechnet (uber dem Alphabet {|}). |h(R,)| wird so ausgefuhrt:

Alle Register auer R, bleiben unverandert; der Inhalt |* von R, andert sich
in |h(1).

f heit RM-berechenbar in A, wenn f RM-berechenbar in K 4 ist.

b) Eine Relation B heit RM-berechenbar in h (bzw. in A), wenn Kg RM-

berechenbar in h (bzw. in K 4) ist.

BEISPIEL :  f sei eine rekursive und injektive Funktion. Dann ist A := {f(z) |z €
IN} RM-berechenbar in B := {z | Jy > z[f(y) < f(z)]}; und B ist RM-berechenbar
in A.

Beweis: Zuerst zu “A RM-berechenbar in B”. Wie man sich leicht klarmacht, gilt

y¢A—=3 z@gBAy E{f0),....f)t Ay [flz))

Daraus folgt die Behauptung, wie man ausfuhrlich so sieht: Es werde f von der
Maschine M mit R Registern berechnet. Dann wird K 4 von der folgenden Maschine
berechnet;:
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+

ja

e

R+1,1
KR+2

1

/ \ nein

\‘ nein

R+1,0
Ky,

— KB(R[)) — R()? ‘70
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Dabei ist z.B. die “Maschine”:

neiny, \yJja

0,R+3
KR+2

R,R+4
KR+2

0
nein RR+4 ?

H

0
Rurst ]

\ T

Zur zweiten Halfte: “B RM-berechenbar in A”. Dies folgt analog aus
g B—=A{ f0),....f(x)} =An{0,1,..., f(x)}.
Parallel zum bisherigen relativieren wir jetzt den Begri der Rekursivit at:

Denition
a) Es sei h: IN — IN eine Funktion (bzw. A IN eine Relation).
Dann heit f:IN" < IN (oder B IN") partiell rekursiv in h (bzw. in
A), wenn sich f
(oder Kg) aus den Grundfunktionen

CY,IF, N, h (bzw. K,)

mit den Regeln R1, R2 und R3 (uneingeschrankt) aufbauen lat.
b) Analog denieren wir rekursiv in h und rekursiv in A (R3 eingeschrankt).
BEISPIEL : n — h(n) := (h(0),... ,h(n 1)) ist rekursiv in h.

(Wir bemerken: lg(h(n)) = n und (h(n)), = h(z).)
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Bemerkungen :

a) Wenn f (partiell) rekursiv in h ist und h rekursiv ist, dann folgt oenbar, da  f
(partiell) rekursiv ist.

b) Es seien A, B derart, da A {B. Dann gibt es ein rekursives f mit z € A
f(z) € B, dh. K4(x) = Kg(f(x)). Also ist dann A rekursiv in B.

¢) Analog: A ,,B = A rekursiv in B.

d)Esgilt ; , ,,;dennzB. IV {0}, aber IN/,{0}.
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Neben ;und ,, wird oft noch eine weitere Reduzierbarkeitsrelation betrachtet:

Denition : A 4B gdw.es existieren G : N — P,(IN) und H : N —
Pu(Pu(IN)), G, H berechenbar [ d-h. G(z) = Dy, H(x) = {Dy | y € Dps)}

und g, h sind berechenbar | mit
z €A < (Gx)NB) € H(x).

A heit dann tt-reduzierbar (truth-table-reduzierbar) auf B. (G(z), H(x))
heit Wahrheitstafel von x.

(Zur Codierung endlicher Teilmengen von IN verwenden wir dabei die Relation
D.;

vgl. § 3, Ubung 1.)

Bemerkungen :

a) Man sieht sofort, da aus “ A 4B’ “A rekursiv in B” folgt. (Betrachte die
Gleichung in der Denition und beachte: G(x) und H(z) sind endlich.) Auerdem
ist 4 transitiv (Beweis: Ubung 1).

b) A 44—A; denn mit G(z) := {z} und H(x) := {0} gilt cenbar A(z) + ({z} N
—-A) € {#} und G, H sind berechenbar.

c) Esgilt ,, » 4;denn “ ”: Essei f: A ,,B,alsox € A« f(x) € B.
Setze G(z) := {f(z)} und H(z) := {{f(x)}}, dann gilt z€ A & f(z) € B +
{f(@)} nB] € {{f(z)}}. “£”: Es sei A so, da —A r.a., aber nicht rekursiv ist.
Nach b) gilt A ;—A. Galte auch A ,,—A, so ware A r.a., was im Widerspruch zur
Wahl von A steht.

Wie fruher beweist man nun

Satz 1: f ist genau dann RM-berechenbar in h, wenn f partiell rekursiv in h
ist.
BEwEIs: Ubung 2. (Wir verwenden diesen Satz im folgenden nicht.) 0

Einige weitere Satze lassen sich auf relativ rekursive Funktionen ubertragen:

Satz 2 (Normalformsatz) :
Es sei h: IN — IN eine Funktion. Wir setzen

T™(e,8,T1,... ,Zn,g) &> T (e, s, (9)g>T15--- 1 Zn, (9)1)-
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Dann hat jedes in h partiell rekursive f die Form

flae, ... mn) = (g T"(e, h((g)y), 1, - ,xn,g))o.

Denition :  Wir setzen ¢2[h](z1,... ,2,) == (g T"(e,h((g),), 21, .- Ty 9))g
und nennen o [h]

e-te in h partiell rekursive Funktion.

BEWEIS :  Durch Induktion uber den Aufbau von f (der nicht eindeutig zu sein
braucht) zeigen wir, da es eine r.a. Menge R gibt mit

flay, ... zn) ~xo < FkR(A(K),x0,-..,%,) und
R({yo,--- >Yr 1)sT0s---,2Zn) — R{yo,---,¥s 1),%0s---,Ty) Turs 7
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Grundfunktionen:
=g : R(s,z9) > 29 =0
f=1 R(s,%0,--- ,&n) > Tg = ;
f=N : R(s,x0,21) > xo =21 + 1
f=h : R(s,z0,21) ¢ lg(s) > z1 ANwo = (5),,

R1 (Einsetzung):
Es gelte f(Z) = g(f1(Z),- .., fr(Z)), S gehore zu g, R; zu f; (1 1 k).
Setze R(s,xzo,Z) <> Jy1 ... y(S(s,z0,y1,... ,uk) AVi  k[Ri(s,yi, E)])-
2 (Induktion):
Es gelte f(Z,0) ~ g(Z), f(Z,y+1)~d(Z,y, f(Z,y)), S gehore zu g, D zu d.
Setze R(s, o, 7,y) <> I2(lg(2) > yAS(s, (2)y, £)AVi < yD(s, (2);,1, T, 1, (2))A
(2), = o).
3 ( -Operator):
Es gelte f(&) ~yg (Z,y) =0, S gehore zu g.
Setze R(s,xzo,T) <> S(s,0,%,x0) AVi < 2032z # 0S(s, 2, %, 1)
In jedem Fall ist R r.a. und wie gewunscht.
Nun wahlen wir ein e € IN mit R(s,zq,...,z,) < 3gT"" (e, 8,20,... ,Tn, ).
Dann gilt
f(@) ~xo ¢ FkR(h(k),z0,T) < kIg T 2(e, h(k),x0, 7, g') fur ein e € IN
& 39T (e, 1h((9)2) (9)0- T, (9)1)A(9)g = zo] & (9T "*2(e,h((9),), (9)o, T, (9)1)) =
g

Satz 3 (Universelle Funktion und s-m-n-Theorem) :

a) ©"h|(x1,... ,x,) ist — als Funktion von e, x1,... ,x, — partiell rekursiv in
h.
b) Es gibt rekursive Funktionen s mit @™ ™[R](Z1,... s &n Y1y« s Ym) =
@?TT(&thym)[h](xl, ey ). (s™ ist unabhangig von h.)
BEWEIS :
a) ist klar.

b) Man ndet e € IV, W}’+m+3 und s;”j';, so da folgendes gilt:
Qe T A)(E, ) ~ w0
& 3g[TT™ (e, h((9),), 7,7, 9) M9)g = ToAVz < g(=T" ™ (e, h((2),), 7,
& T2 (e, h((9)1), (9)0, T 75 9)A(9)g = ToAVz < g=T" ™2 (e, h((2),)
& EIgW}”rmH(h(g),mo,f, J, )

7.2))]
(2




52

REKURSIONSTHEORIE

E' n+2 — .
Ans gWs?r21(f7g7e)(h(g)7$07x)
Setze s (e, ¥) = SZI; (f,¥,e), dann ist s wie gewunscht, wie man leicht sieht.

0

Folgerung 4 (Rekursionssatz) :
a) Es sei g eine rekursive Funktion. Dann gibt es ein e € IN mit p![h] = cp;(e) [A].
b) (Eektive Version) F ur jedes n € IN gibt es eine rekursive Funktion s mit
gy Myr, -+ s yn) = Wg;(s(z))[h](yla--- +Yn).-

BEWEIS : wie fruher. O
Auch der Begri “rekursiv aufz ahlbar” lat sich relativieren:

Denition : A  IN™ heit r.a. in h, wenn es eine in h rekursive Relation
R e IN"™ gibt mit A(Z) + JyR(Z,y).

Die folgenden Satze beweist man wieder genau wie die entsprechenden fruher:

Satz 5 (Uniformisierungssatz) :
Es sei A IN" r.a. in h, dann lat sich A durch eine in h partiell rekursive

Funktion uniformisieren.

Folgerung 6 :
a) A rekursivin h <= A,-Ar.a.inh
b) f partiell rekursiv in h <= Graph(f) r.a. in h
¢) A ra. in h <= A=dom(f), f partiell rekursiv in h

Denition : Wirsetzen W2 [h] := dom(¢?[h]) = {(z1,.-. ,2n) | 3gT" (e, 1((9),), 7, 9)}
und nennen W7'[h] e-te in h r.a. Menge. Analog W7'[A] := W'[K 4].

Wie fruher wird der Name durch folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 7 :
a) {(e,z1,...,2,) | (x1,...,2,) € W2h]} ist r.a. in h.
b) Jede in h r.a. Menge hat die Form W['[h] fur ein e € IN.

Man kann auch andere Normalformen fur in A r.a. Mengen betrachten:

Lemma 8 :  Zu jeder in h r.a. Relation A gibt es eine rekursive Relation R mit

A(Z) + JyR(h(y), D).
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Zusatz: Deniert man (x,... ,Tm) |\ y := (zo,... ,2y 1), dann kann man annehmen:
R(z|y,%) — R(z, 7).

Beweis: Ubung 3.
Hinweis: Wahle ein e € IV mit A = W [h] und setze R(s,Z) :«> Jg[lg(s) > g A
Tn(easl\(g)lafag)]' D

Lemma 9 : Zu jeder in B r.a. Relation A existiert eine r.a. Relation R mit

A(@) - 3 y32[R(&y,2)AND, BAD. IN\ B]

BEWEIS: Ubung 4.

Hinweis: Es sei A r.a. in Kp. Wahle ein e € IN mit A = W}[Kp] und R wie in
Lemma 8. Setze nun R(Z,y,z) ¢ 3sVi <lg(s)[(((s); =0 =i € Dy) A ((s); =
1—1i€D.)))AR(s,T)]. a

Weitere Verallgemeinerungen:

Denition : Wir denieren eine relative arithimetische Hierarchie:
S[h] = J[h] := Klasse der in h rekursiven Mengen
oalhl =={S N™|S(&) ¢ yP(Zy), mit P€ {[h],m e N}
0l = (P IN™|P(#)  3yS(Fy), mitSe O[hl,me N}

Man erhalt fur diese Hierarchie dasselbe Inklusions-Diagramm wie in § 7.

Denition
a) A heit vollstandig in h gdw. A in h r.a. ist und fur alle in h r.a. B gilt:
B A.
b) Analog: m-vollstandig in h (ersetze | durch ,,).

Satz 10 : Fur alle h existiert bis auf rekursive Isomorphie genau ein in h
vollstandiges A IN.

BEwEIs:  Eindeutigkeit: Satz von Myhill. Existenz: 4 := {z | (z), € W(lz)l[h]} ist

wie gewunscht (Nachweis wie fruher). 0

Nun kommen wir zu einem neuen Begri:
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Denition : Fur eine Relation A IN sei A" :={z | (z), € W(lz)l[KA]} IN.

A" heit Jump von A. Rekursiv denieren wir weiter f ur allen € IN: A"+ =

(A0)
Wir haben gerade gezeigt: A’ ist (die) in 4 vollstandige Menge. Es gilt weiterhin:
Satz 11 : oMAT= 9.1[A] und 94 = 9.,[A] fur allen > 0.

BEWEIS: Es genugt zu zeigen: {[4'] = 9[4] und 9[A'] = 9[A] (der allgemeine
Fall folgt daraus durch Induktion).

“ 7:Essei Be {[A']. Nach Lemma 9 existiert ein r.a. R mit

B(z) — 3 y3z[R(z.y,2)AND, A'AD, IN\ A

. . . ! . . !
— 3 y3Iz[R(x,y,2) AVi<max{y,z}((ie D, i€ AY)A(ieD, »i¢ A.
HEY 4]

~ v
-~

3[4]

“ 7. Essei Baus Y[A], dann gilt

B(z) » 3 y=(WAI({z,y))) (fur ein e € IV)
= 3 y=({(z,y).e) € A") (nach Denition von A').

-

. §[A] )
HEY
Der 9[A’]-Fall folgt durch Komplementbildung. 0
Folgerung 12 : 001 = Y900 = die in 9™ r.a. Mengen.

Beweis: klar mit Induktion und Satz 11.
(Beachte: A rekursiv in § < A rekursiv, also 2[0] = 9 furallen 0.) O



§9 Turinggrade

Bis jetzt haben wir die Reduzierbarkeitsrelationen ;, ,, und 4 kennengelernt
und gesehen, da 1 2 m = 1 erfulltist. Durch die Relation “A rekursivin B ”
aus §8 wird nun eine Reduzierbarkeitsrelation 1 deniert, die diese Inklusionskette

U 1 2 m o= ¢ = 7 lortsetzt ( 4 1 ohne Beweis):

Denition : Esseien A,B IN.
A heit turingreduzierbar auf B (A 1 B ) gdw. A rekursiv in B ist.

Bemerkung : Esseien A,B,R IN.
a) 7 ist reexiv und transitiv.
b) Fur rekursives R rekursiv gelten:
i)R rBfuralleB IN und
ii) B ¢ R = B rekursiv
c) A 7 B < furalle f gilt: f rekursivin A = f rekursivin B

BEWEIS :
a) Wegen der entsprechenden Eigenschaften von “f rekursiv in A”.
b) Klar nach Denition von “ f rekursiv in h”.
c) “=7: Wegen der Transitivitat von “f rekursiv in h”.
“&”: Betrachte f = K4. O

Beachte, da keine Ordnung ist. 7 induziert aber eine Ordnung auf der

b2

Menge der Aquiva-lenzklassen der “Symmetrisierung von r”:

Denition : Esseien A,B IN.
A und B heien turingaquivalent (Notation: A B) gdw. A ¢ B und
B 1 A

Aus der vorigen Bemerkung folgt fur 7 sofort:

Bemerkung : Esseien A,B,R IN.

a) 7 ist eine Aquivalenzrelation

b) Fur rekursives R gilt: R 7 B < B rekursiv

c) A ¢ B < furalle f gilt: f rekursivin A < f rekursiv in B

Die Aquivalenzklassen bzgl. 7 werden Turinggrade genannt:
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Denition : Essei A IN.
deg A:={B IN|A B} heit Turinggrad von A und wird auch mit a

bezeichnet.
0:=deg @ ={B IN| B rekursiv} (0 ist rekursiv!)
P(IN) /5 bezeichnet die Menge der Turinggrade.
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7 induziert die folgende Ordnung auf der Menge der Turinggrade:

Denition : deg A degBgdw. A 1 B

(Veriziere, da wohldeniert ist!)
Bemerkung : ist eine partielle Ordnung auf P(IV) , .
BEWEIS : ist reexiv und transitiv, da 7 diese Eigenschaften hat. ist

antisymmetrisch, denn fur ¢ = deg Aund b = deg Bmita bundb afolgt A
B und
B 1 A also A 7 B und damit a = b. O

In diesem Kapitel wollen wir die Menge der Turinggrade zusammen mit dieser

Ordnung naher studieren. Dazu ist der folgende Begri n utzlich:

Denition : Ein oberer Halbverband ( M, ) ist eine Menge M mit einer
partiellen Ordnung  auf M, so da gilt: f ur alle a,b € M existiert sup(a,b) € M
(d.h. fur allem € M gilt: m  aundm b < m  sup(a,b)).

Satz1: (P(IV), ,, ) istein oberer Halbverband
a) mit Minimum 0,
b) ohne maximale Elemente,
¢) der Machtigkeit 2%, und
d) jedes a € P(IN), , hat hochstens Ro viele Vorganger.

BEWEIS : ist eine partielle Ordnung nach der letzten Bemerkung.

Zu a = deg A und b = deg B ist deg(24AU (2B + 1)) = sup(a, b),

denn x €A & 20 €24U(2B+1) und 2€ B < 2 +1€24U(2B+1),
also A 724U(2B+1) und B 7 24AU(2B+1).

a) Wegen 0 7 A fur alle A IV, da @ rekursiv ist.

b) Folgt direkt aus Lemma 2 unten.

d) und ¢) Es existieren abzahlbar unendlich viele in A rekursive Funktionen. Daher
hat jedes A N

abzahlbar unendlich viele ~7-Vorganger, d.h. jedes a € P(IV), _ hat hochstens Ro
viele -Vorganger.

Wegen | P(IN) |= 2% folgt dann auch c). 0

Bevor wir das im vorstehenden Beweis benutzte Lemma 2 angeben, vereinbaren
wir noch eine abkurzende Schreibweise fur den Turinggrad des Jumps A’ einer

Teilmenge A von IV:



54

REKURSIONSTHEORIE

Denition : Zu a=degA ist a' :=deg A’
(a' ist wohldeniert, denn: B 1 A = B' € ([Alund A' € Y[B] = B'
A'und A" | B, alsoauch B" t A" und A' 1 B',dh B 1A'

Lemma 2 : Furallea€ P(IN),  gilt: a<d

BEWEIS : Es sei a = deg A. Es sei e € IN mit A = W,[A]. Wegen z € A «
(v,e) € A’ ist dann A A’ erfullt, alsoa a'. Essei S € 9[A] v 9[A]. Dann
gelten: S | A’ wegen S € 9[A] und S /A wegen S ¢ {[A]. Daraus folgt A’
/7 A (Transitivitat), also a' / a. a
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Wir haben gesehen, da eine partielle Ordnung auf der Menge der Turinggrade
ist. Aufgrund des folgenden Theorems von S.C. Kleene und E.L. Post wissen wir,

da keine lineare Ordnung ist:

Theorem 3 (Kleene-Post) :
Es gibt a,bEP(lN)/ , mit a /bundb / a.
Es wird sogar gezeigt: Es gibt A,B  IN mit A¢ 9[B] und B¢ ?[A].

Folgerung 4 : ist keine lineare Ordnung auf P(IN),

T

Die Aussage des Theorems ist klar, falls ¥; < 2%° gilt, also CH (Kontinuumshypothese)
nicht erfullt ist, denn: Es existiert keine lineare Ordnung (X, ) mit | X |> Ry, so
da jedes Element von X weniger als Ry viele Vorganger hat. (Das gilt ubrigens

auch fur jede andere Kardinalzahl anstelle von R;.)

BEweEls :  Wir verwenden die folgende Normalform (vgl. §8, Lemma 9):
Zu C  IN denieren wir: z € W.[C] % Fy,z ( Wiz,y,2) A D,
CAD, - C)

Ziel: Konstruiere A,B  IN mit A # W _.[B] und B # W _.[A] fur alle e € IN.
Damit sind dann A ¢ 9[B] und B¢ 9[A4] gezeigt.

Deniere zur Vereinfachung der Schreibweise:
Fur s,t,s',t" IN: (s,t) (¢,t') gdw.s s undt ¢
Alle Paare (s,t) sind im folgenden als disjunkt (s Nt = ) vorausgesetzt.

Konstruiere nun zwei aufsteigende Ketten von Paaren endlicher Teilmengen von N
(s6,5)  (s1,17)  (s5,13) und

(sb,thy  (sh,th)  (s5,1h) mit der Eigenschaft:
Furalle0 <i<w, furalleC,D IN gilt:

(%)

(s3,85)  (C,=C)
(s7,t) (D,~D)
C # W,[D], fallsi=2¢+2
> o
D #W.[C], fallsi=2e+1
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Setze dann A :=J,_,s¢ und B:={J;,_, s

i i<w “i°
Damit erfullen A und B (s%,t%) (A,-A) und (st,t!) (B,=B) fur allei < w,
und wegen (%) folgt sofort A # W.[B] und B # W, [A] fur alle e € IN.

Nun zur Konstruktion der beiden Ketten:

i=0: Setze (s§,t3):= (s5,t}) = (0,0).

Zu (x) :  Fur ¢ = 0 ist nichts zu zeigen.

i>0: Esseien fur alle j <i (s%,t%) und (s%,t5) schon konstruiert.

1. Fall: t=2+2

Essel z € IN \ (s¢ {Ut¢ ;) minimal (z existiert, da s¢ ; Ut ; endlich
ist.)

Fall 1.1: ¢ W.E] furaleE IN mit (s¢ ,t2 ) (E,-E)

Setze dann ¢ :=s¢ U{x}, t¢:=t¢,, st:=st |, und t:
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.
Zu (x) : Esseien C,D IN wie in (x). Dann folgen:
z€C wegen (s%,t7) (C,-C) und z € s und

x g W.[D] wegen (st ,,t® ) (D,=D).
Damit ist C # W[D] gezeigt.

Fall 1.2: Es gibt y,z € IN, und es gibt E IN, so da

Wi(z,y,2)  und

Wabhle o, 29 als diejenigen y, z mit dieser Eigenschaft, soda (o, 20 )

minimal ist.

Dann: Fur alle £ IN mit (D,,,D.,) (E,-E) folgt z €
W.[E].

Setze dann  s¢ :=s¢ |, t¢: =1t ,U{z}, sP:=s? UD, und ¢t :=
tt L UD,,.

Zu (x) : Esseien C,D IN wie in (x). Dann folgen:

g C wegen (s7,t7) (C,-C) und z €ty und

x € W.[D] wegen (Dy,,D.,) (D,=D).

Damit ist C # W,.[D] gezeigt.

2. Fall: i=2e+1

Analog mit a und b vertauscht.

Beachte: Nach Konstruktion gelten auch =A = J,_, ¢ und =B = {J,_,, 1!,
denn fur alle x € IN gibt es i < w mit z € s¢ (Fall 1.1) oder z € t¢ (Fall 1.2) und
entsprechend fur s? und #2.

Dies wird fur Theorem 5 von Bedeutung sein. O

Bemerkung :  Weitere Eigenschaften von (P(IN), ., ) sind (ohne Beweis):

a) Es existieren 2%0-viele Turinggrade (a;);cono mit a; / sup{ai,,...,a;, } fur

i@ {it,... in).
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b) Furalle ap < a; <...<a; <... (i <w) aus P(IN),
P(.ZN)/Tmit

a; bunda; cfurallei < w und bund ¢ chne Inmum.

, existieren b,c €

c) Es existieren minimale Turinggrade a, d.h. fur alle z € P(IN), , gilt: = <

a<=x=0.

d) Fur allea € P(IN), , gilt: 0' a <= esexistiert ein b € P(IN), , mitbd' =a
Bei genauerer Betrachtung des Beweises zum Theorem von Kleene-Post stellen

wir fest, da wir die Mengen A und B “in gewisser Weise eektiv” konstruiert haben,

d.h. a und b lassen sich bzgl. der partiellen Ordnung  genauer “lokalisieren”. Wir

erhalten die folgende Verscharfung von Theorem 3:

Theorem 5 (Zusatz zu Theorem 3) :

In Theorem 3 lassen sich a,b 0’ bzw. A,B rekursiv in (/. wahlen.

BEWEIS :  Zur Codierung endlicher Teilmengen von IN verwenden wir wieder die
Relation D, (z), die rekursiv in z und z ist (vgl. §3, Ubung 1).
Wir konstruieren A und B wie im Beweis zu Theorem 3. Damit haben wir die

folgende Situation: A = U, ., s?, -4 = U, ¥, B = Ujeys? und -B =
Ui<w t?'

Ziel: Deniere Funktionen  5(i), (i), (i) und (2) rekursiv in §', die die
Indizes z der endlichen Mengen D, berechnen, um die sich die Mengen s, s?, t2
und t? in Schritt i geandert haben, d.h. s¢ \ s¢ | =D g, t¢ V1§ | =D ),
stvst =D 5 und tPNtt  =D .

(3

Dann folgen

A(m) < JiD S(i)(l‘)
—A(z) ¢ 3iD ;) (2)

und
B(.’L‘) <~ dvD S(,-)(x)

—|B(:L‘) < 34D t(i)(m)

_dh.
A,-Ac 90 und
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B,-B e J[("], also A und B rekursiv in ('. (Beachte: D (x) ist rekursiv.)
Wir untersuchen nun die im Beweis zu Theorem 3 durchgefuhrten Schritte auf
Rekursivitat in (':

Zur 1. Fallunterscheidung:

Die Relationen de <i(i=2e¢+2) und Je <i(i=2e+1) sind rekursiv in i.

Zur Berechnung von « € IN \ (s¢ ; Ut? ;) minimal denieren wir die rekursive

Funktion
(5,) =2 (v Dy A xgDy)

(Hier, wie im folgenden, schreiben wir xR (Z,z) statt = (Kg(Z,2) = 0) fur
eine Relation R(Z,z) und ihre charakteristische Funktion Kr(Z,z).)

Zur 2. Fallunterscheidung:

Beachte die Aquivalenz: JE IN mit

(DSaDt) (EaﬂE)
(Dvaz) (E:_‘E)

< D,ND.,=0und D;ND, =0

D;ND, =0und D;ND, =0 lat sich rekursiv ausdrucken:

R (s,t,y,2) =V u<z(ué¢Ds;VvugD,) ANVw<y(w¢D,Vwé¢D,)

Mit Hilfe von R (s,t,y, z) konnen wir “die Situation in Fall 1.2” r.a. beschreiben:

R(e,x,s,t) — 3 y,2 Wf(x,y,z) AN R (s,t,y,z2)
K K

-
Q
1

Schlielich denieren wir zur Berechnung von g und zg in Fall 1.2 die Funktion

ole,x,8,t) == v W3 z,(v)o, (V) /\\R s,t,(v)o, ()1 AR e x,8,t V v=0A-R e uxs,t

0
1

=]

v ————
~~ ~~ ~~ 0
0 1 0]
1 1
v
~
0
1

-~
0
1

/

~"
0
2
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o(e,z,s,t) ist rekursiv in §', da die in der Denition auftretende Relation aus

20" ist.

Hiermit steht alles zur Verfugung, um durch Fallunterscheidung Funktionen ¢, °,

b

@ ynd ° rekursiv in ' zu denieren, die dazu dienen werden, die Funktionen

t, s und ; (im wesentlichen durch Induktion (R2)) rekursiv in #' zu denieren.

Wir fuhren dies nur fur die Funktion

a

aus;

b

, %und °lassen sich entsprechend
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denieren.
27, Fall 1.1 ({z} = Da=)
Es soll gelten:  s{ \si | =D 5, dh. (i) =4 wo, Fall2.2
0, sonst (0 = Do)
Deshalb denieren wir die Funktion:
2 (s%t%) Jde<i i=2e+2A R e, (52,t%),s", 1
. b 4by . _ .
“(i,8%,1%, 87, 17) i= o(5E, 5%, t7) de<i i=2+1A R e, (s5t),s,t
0

0, sonst,

Da alle in der Fallunterscheidung auftretenden Funktionen und Relationen aus 9 =
[0 sind, ist (i, s?,t?, s°,t°) rekursiv in (. ¢(i) lat sich nun nicht direkt aus
(3,51, 5% t*) durch Induktion (R2) denieren, da neben i und s auch s®, ¢

und #* Argumente von ¢ sind. Codiere daher diese vier letzten Variablen uber ihre

Godelnummer zu einer Variablen. Deniere dazu die in @' rekursive Funktion

T 2) = (0 (2)0s (2D (2)2, (2)8) -

Entsprechend verfahrt man mit ° ¢ und ° und erhalt ~°(i,2), ~%(i,2) und
(i, 2) rekursiv in §'. Jetzt kann die “Godelnummer-Funktion” von (i), (i),

s(i) und ¢(7) durch Induktion (R2) rekursiv in ()’ deniert werden:

f(0):

<O707070>

Unsere gewunschten Funktionen erhalten wir dann als Komponentenfunktionen von

(@) rekursiv in ('

Da 0 der kleinste Turinggrad ist, haben wir:
Folgerung 6 : ist keine lineare Ordnung auf {a € P(IN), |0 a 0'}.
Dies liefert die Existenz von Turinggraden zwischen 0 und 0':

Folgerung 7: Esgibta€ P(IN), . mit 0<a<0"
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BewEIs :  {0,0'} ist linear geordnet durch . 0

Im folgenden wollen wir diesen Abschnitt zwischen 0 und 0’ genauer studieren.

Wir haben die folgende Situation vorliegen:

Lemma 8: Essei A IN.
a) A rekursiv <= deg A=0
b)Ara. = deg A
¢) A vollstandig = deg A =0’

BEWEIS :  Es sind nur noch b) und ¢) zu zeigen. Beachte im folgenden, da ('

vollstandig ist!

b) A r.a. impliziert A 1 @', also auch A 7 @' und damit degA  0'.

c) A vollstandig impliziert A 1 ', also auch A 7 ' und damit degA = 0'.
a
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Bemerkung : Die Umkehrungen von b) und ¢) sind falsch.

Bewrss: ' € v 9 da@ vollstandig ist. Aber deg = @' = 0" und - @' ¢ 9.
O

Die Turinggrade r.a. Teilmengen von IV liegen also alle zwischen 0 und 0'. E.L.
Post stellte die Frage, ob 0 und 0 die einzigen Turinggrade rekursiv aufzahlbarer
Teilmengen von IN seien (Posts Problem 1944). Zur Beantwortung dieser Frage
beschranken wir uns im folgenden auf die Betrachtung der Turinggrade rekursiv

aufzahlbarer Teilmengen von IV:

Denition
a € P(IN), , heit r.a.Turinggrad gdw. esein A € a mit A r.a. gibt
P(IN)

ra) 1 bezeichnet die Menge der r.a. Turinggrade.

Bemerkung : Fur alle a € P(IV)

r.a.

mit a > 0 gibt es ein B € a mit B nicht

ra./ T

BEWEIS :  Es seien a r.a. Turinggrad mit ¢ > 0 und A € ¢ mit A r.a. Fur B := -4
folgen dann B € a und B nicht r.a. (A4 ist nicht rekursiv wegen a > 0.) 0

Das Theorem von Kleene-Post zeigt, da eingeschrankt auf die Turinggrade
zwischen 0 und 0 keine lineare Ordnung ist. Es liefert jedoch lediglich die Existenz
von a = deg A mit 0 < a < 0’ und A nicht r.a. (wegen A ¢ ¢[B]), aber macht
keine Aussage daruber, ob a r.a. ist oder nicht. R.M. Friedberg und A. Munik
zeigten nun als Verscharfung des Theorems von Kleene-Post, da auch die r.a.
Turinggrade durch  nicht linear geordnet sind:

Theorem 9 (Friedberg-Munik 1956) :
Es gibt a,b € P(ﬂV)r.a./ . mit a /bundb / a.

Folgerung 10 : ist keine lineare Ordnung auf P(IN)

ra./ T°

Damit mu Posts Frage negativ beantwortet werden (Beweis analog zu Folgerung
7):

Folgerung 11 : Es gibt a € P(IN) mit 0<a<0.

ra./ T

BEWEIS (zu Theorem 9) :  Der Beweis wird mit der sogenannten Prioritatsmethode

gefuhrt.
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Wir verwenden die gleiche Normalform wie im Beweis zum Theorem von Kleene-
Post:

Dort hatten wir fur ' IN deniert: € W.[C] ¢ Jy,z (W2(x,y,2) A Dy
CAND, -~ C )

Ziel: Konstruiere A,B IN r.a. mit =A # W.[B] und —B # W.[A] fur
alle e € IN.

Damit sind dann =4 ¢ 9[B] und =B ¢ 9[A] gezeigt.

ANMERKUNGEN : Das Theorem von Kleene-Post liefert A,B  IN mit A ¢ ¢[B] und -B ¢
4] (=
-A ¢ 9[-B]und =B ¢ 9[-4], denn 9¢[-A] = Q[A] wegen —A 1 A), aber A und B

lediglich rekursiv in §'. Die Prioritatsmethode ist nun eine Weiterentwicklung der Beweismethode
des Theorems von Kleene-Post. Um A und B r.a. zu ereichen, ersetzen wir die dort vorkommende
r.a. Relation W2(z, vy, #) durch die rekursive Relation 3g  iT2(x,y,2,9). Beachte: W3(z,y,z) <
Jg9 T3(x,y,2,9) < Jidg i T3(x,y,2,9). Dain der Situation =3g i T2(x,y,2,9) aber noch
nicht entschieden ist, ob W3(z,y,z) oder = W23(x,y,2) gilt (fur j > i ist 3g j§ T2(x,y,2,9)
moglich), betrachten wir wahrend der Konstruktion von A und B fur jedes e € IN die Relation
Jg iT3(x,y,2,9) fur unendlich viele i < w und damit fur beliebig groe 4 < w. Deshalb ersetzen
wir im 1. Fall ¢ = 2e + 2 durch ¢ = 2n + 2 und wahlen als Index e := (n)g; im 2. Fall verfahren

wir entsprechend.
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Wir denieren zu C  IV:

fur alle { < w z € W,[C] ¢ 3y,z i(3g iTz,y,2,9) A D,
C AND, - Q).

Dann haben wir fur alle C  IN: x € W,[C] < = € EIZ'WZ[C’], und WZE[C](.Z') ist

eine in C rekursive Relation in e und z.

Konstruiere nun zwei aufsteigende Ketten von endlichen Teilmengen von N
ag ai; a2 und
bo by by mit den Eigenschaften:

Fur alle e € IV existiert ein € IV mit:

i) Es existiert ein s < w, so da:
(%) z€a, und esgibteinzy smit Jy s(Ig sT2(z,y,20,9) A Dy
bs) und

D, - b furalle k¥ s

oder ii)x ¢ ap und z ¢ W’; [br]  fur unendlich viele k < w,
(#%)  der entsprechenden Eigenschaft mit a und b vertauscht und
(xx*) es existieren rekursive Funktionen (i) und (i) mit a; \ a; 1 = D (3 und
b; \ bi 1 = D

fur alle i < w.

Setze dann ~ A:=J;.,a; und B:={J;_, b
Damit existiert fur alle e € IV ein € IV mit:

r € A und z € W,.[B], falls i) in (*). Denn dann folgt D, Nj<w 7bj:
also D, - B.
Oder =2 ¢ A und z ¢ W[B], falls ii) in (x). Denn die Annahme x € W,[B]
impliziert:

Es gibt ein i < w mit x € WZ[B], also existieren y,z 1 mit Jg

i T3(z,y,2,9), D, B und
D. - B.Esseil <wmitD, b (D, ist endlich!). Setze m := mazx {3,1}.
Dann folgt wegen

z

D, (e b furallek m z € W’; [br]. Das ist aber ein Widerspruch
zu ii) in (%).

In beiden Fallen erhalten wir -4 # W .[B].

Mit der Eigenschaft (xx) folgt analog —B # W [A].
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Aufgrund von Eigenschaft (x x x) folgen A(z) <« 3i D (;(x) und B(z) ¢
3i D (j)(z). Wegen (i) und (i) rekursiv ist damit A und B r.a. gezeigt.

ANMERKUNGEN
Zur Idee der Konstruktion:

1.Fall: i=2n+2: Setzee:=(n)o
(“Schritt i hat Indez e”.)
Es sel # € IN \ a; | minimal. (z existiert, da a; 1 endlich ist.)

Fall 1.1: Esgibtz imit 3y (39 T3 (z,y,2,9) A Dy b 1 A D. = b 1).
Wahle zg als das kleinste z mit dieser Eigenschaft.

Setze dann a; :=a; 1 U{z} und b; :=b; 1.

Problem 1: Konstruiere die by fur £ > ¢ so, da D, — by erfullt ist.

Dann ware i) in (%) fur s := 4 erreicht.

Fall 1.2: ¢ Wo[b; 1]:

Setze dann a; ;= a; 1 und b; :=b; 1.

Problem 2: Konstruiere die ay fur k > i so, da x ¢ ay gilt.
Problem 3: Fall 1.2 mu in unendlich vielen Schritten k& > ¢ mit Index e eintreten.
Dann ware ii) in (x) erreicht.

2. Fall: i=2n+1: setze f:=(n)o.

Analog mit a und b vertauscht und f statt e.

Zur Losung der Probleme:

Zu Problemen 1 und 3:  Tritt im 1. Fall ({ = 2n 4+ 2 und e := (n)o) Fall 1.1 ein, so stelle fur
das dort auftretende D., die Forderung auf, die by, fur k¥ > 7 so zu konstruieren, da D.;, — by
erfullt wird. Man nennt D, ein a-e requirement. Das Problem besteht nun darin, in jedem Schritt
J > i bj so zu konstruieren, da f ur alle a-g requirements D, (g € IN) die Forderung D, — b;
berucksichtigt wird. D.h. « mute im 2. Fall (sonst b; = b; 1) so gewahlt werden, da = ¢ D,
fur alle a-g requirements D, erfullt ist. Dies ist jedoch aus folgendem Grund problematisch: Die
Bildung eines neuen a-g requirements in einem Schritt 7 (Fall 1.1) konnte bewirken, da im 2.
Fall in Schritt 7 + 1 ein anderes x betrachtet werden mute als in Schritt 7 1. Um ii) in (%)
zu erreichen, ist aber x ¢ W’; [br] fur unendlich viele k¥ < w und immer das gleiche x zu zeigen.
Dies ware dann unmoglich, falls wahrend der Konstruktion das x beliebig oft “gewechselt” werden

mute. Diese Situation k onnte aber auftreten.

In der unten durchgefuhrten Konstruktion wird nun durch den folgenden Trick ( Prioritatsmethode)

verhindert, da das « beliebig oft “gewechselt” werden mu.

Trick: In einem Schritt j werden i.a. nicht fur alle b-f bzw. a-e requirements die Forderungen
berucksichtigt, sondern im 1. Fall mit Index e nur fur b-¢g requirements D, mit ¢ < e (, d.h.
D. — aj), dagegen werden die Forderungen im 2. Fall mit Index f nur fur a-g requirements D,
mit g f (,dh. D, = b;) berucksichtigt. (Beachte den Unterschied: g < eim 1. Fallund g  f
im 2. Fall! Dies ist fur die Behauptung unten wichtig.) Man sagt: b-g hat hohere Prioritat als a-e
bzw. a-g hat hohere Prioritat als b-f.
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Es kann nun allerdings vorkommen, da in einem Schritt ¢ mit Index e die Forderung fur ein
b-g requirement D, mit ¢ e verletzt wird (Fall 1.1). Man sagt: D, wird in Schritt i inaktiv.
Entsprechend kann in einem Schritt j mit Index f ein a-g requirement fur ¢ > f inaktiv werden
(Fall 2.1). Ist dies geschehen, so wird im “nachsten” Schritt & > j mit Index e, in dem Fall 1.1
eintritt, ein neues a-e requirement gebildet (wegen Problem 1). Es wird aber nur dann ein neues
a-e requirement gebildet, so da in jedem Schritt hochstens ein aktives a-e requirement vorhanden
ist.

Konsequenzen :  Mit diesem Trick wird erreicht, da w ahrend der gesamten Konstruktion fur
jedes e und f € IN nur endlich viele a-e und b-f requirements gebildet werden (siehe Behauptung
unten).

Das hat zur Folge, da f ur alle e € IN eine Schranke s < w existiert, so dain keinem Schritt k
s ein neues

a-e requirement gebildet wird. Entsprechendes gilt fur b- f requirements.

Zu Problem 2: Wahle eine disjunkte Zerlegung von IN in unendliche, rekursive Teilmengen
N fur e € IN, z.B. Ne := {z € IN | (z)o = e}. Betrachte dann in einem Schritt ¢ mit Index e z.B.
im 1. Fall nur solche z mit € N, statt allgemein z € IN. Dann folgt a; = a; 1 U (Ne Na;). Fur

x € Ne ist z € aj \ aj 1 also nur in einem Schritt j mit Index e moglich.

Bevor wir die Konstruktion durchfuhren, stellen wir die im folgenden benotigten

Denitionen zusammen:

Schritt © hat Index e gdw. i =2n+ 2 und (n)g =€ oder i =2n+ 1 und (n)y = e.

a-e requirements sind endliche Teilmengen D, von IV, fur die in einem Schritt 4
mit Index e die Forderung aufgestellt wird, die by fur & > ¢ so zu konstruieren, da
D. = by erfullt ist.

Ein a-e requirement D, heit aktiv in Schritt i gdw. D, — b; 1; sonst heit es

inaktiv in Schritt i.

Ein a-e requirement heit permanent gdw. es in keinem Schritt inaktiv wird.
Entsprechendes wird fur @ und b vertauscht und f statt e deniert.

Fur e € IN denieren wir: N, :={z € IN | (2)9 = e}.
Damit ist |, Ne eine disjunkte Zerlegung von IN.

Nun zur Konstruktion der beiden Ketten:

t=0: Setze ag:= by := 0.
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1>0:

1. Fall:

2. Fall:
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Es seien fur alle j < ¢ a; und b; schon konstruiert.

i=2n+2 Setzee:= (n)o.

Es sei © € N, \ a; 1 minimal mit: x ¢ D, fur alle b-¢g requirements D,

mit g <e.

(z existiert, da N, unendlich, a; ; aber endlich ist und nur endlich viele

(hochstens 4

b-f requirements existieren.)
Fall 1.1: Es gibt kein (in Schritt i) aktives a-e requirement, und

es gibt = i mit 3y i (g i T3(z,y,2,9) A D,
bi 1 AND, = b 1).

Wahle 2 als das kleinste z mit dieser Eigenschaft.

Setze dann a; := a; 1 U {x} und b; := b; 1 und bilde das a-e

requirement D .
Fall 1.2: Es gibt ein (in Schritt 1) aktives a-e requirement oder
¢ W.lbi 1]
Setze dann a; :=a; 1 und b;:=b; 1.
i=2n+1 Setze f:= (n)o.

Es sei € Ny \ b; 1 minimal mit: « ¢ D, fur alle a-g requirements D,
mit g f.

Weiter analog mit a und b vertauscht und f statt e.

Zum Nachweis von (x) und (**) beweisen wir:

Behauptung :  Fur alle e, f € IN gilt:

Es werden nur endlich viele a-e und b-f requirements gebildet.

(<= Es werden nur endlich viele a-e und b-f requirements inaktiv.)

Beweis :  Durch Induktion uber e, f € IN (in der Reihenfolge a-0, b-0, a-1, b-1,

usw.):

a-0 :

ein -0 requirement kann nie inaktiv werden (0 f im 2. Fall!), d.h. es
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kann hochstens ein a-0 requirement gebildet werden.

b-f - Es sei die Behauptung schon fur a-0, b-0, a-1, ....., b-(f 1), a-e gezeigt.
In einem Schritt ¢ kann ein b-f requirement nur dann inaktiv werden, wenn
a; # a; 1 gilt, also ein neues a-g requirement fur ¢  f gebildet wird (Fall
1.1 mit Index g). Da nach Induktionsvoraussetzung fur alle ¢  f aber nur
endlich viele a-g requirements gebildet werden, konnen auch nur endlich viele
b-f requirements inaktiv werden. Daraus folgt die Behauptung fur b-f, denn ein
b-f requirement kann nur in einem Schritt gebildet werden, in dem kein aktives
b-f requirement vorhanden ist.

a-(e+1): Analog mit ¢ und b vertauscht, e + 1 statt f und < statt

Zu (x): Esseiee IN.

Fall a):  Es gibt ein permanentes a-e requirement D,. Es sei D, in Schritt s 2
gebildet worden (Fall 1.2). Fur das dort betrachtete = gelten dann = € ag, Jy

s (T3(z,y,2,9) A Dy bs) und D, = by furallek s.

Damit ist 1) in (%) gezeigt.

Fall b):  Es gibt kein permanentes a-e requirement. Sei s < w so gro, da beim
Schritt s kein aktives a-e requirement existiert und in keinem Schritt £ s ein
neues a-e requirement oder b-g requirement (fur g < e) gebildet wird. Fur alle
ks mit Index e tritt also im 1. Fall der Fall 1.2 ein (sonst wurde ein neues
a-e requirement gebildet). Es ist also N \ ap = N, \ a, fur alle & s. Weil keine
neuen b-g requirements (g < f) mehr gebildet werden, wird fur alle ¥ s mit Index
e im 1. Fall das gleiche © = x¢ betrachtet. Weil es kein aktives a-e requirement gibt
und Fall 1.2 eintritt, ist also fur alle diese k¥ (ks mit Index e, 1. Fall; das sind

unendlich viele): zg ¢ Wf(bk). Damit ist ii) in (x) gezeigt.
Zu (»x) :  Analog mit @ und b vertauscht und f statt e.

Zu (#%x) : Der Beweis wird ahnlich zu demjenigen von Theorem 5 gefuhrt (Ubung 1).

0

Fur die r.a. Turinggrade haben wir das folgende Analogon zu Satz 1:

Satz 12: (P(IN),,, ,, ) ist ein oberer Halbverband
a) mit Minimum 0,
b) mit Maximum 0' und
¢) der Machtigkeit Rg.
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BEWEIs : Vergleiche mit dem Beweis zu Satz 1. Das dort angegebene sup(a, b)
ist fur a und b r.a. ebenfalls r.a., denn sind A,B  IN r.a., so auch 24 und 2B +1
und damit auch 24U (2B + 1).

a) und b) sind schon gezeigt.

c) Es gibt nur R viele r.a. Teilmengen von IN. Da P(IN),,, , unendlich ist,
folgt aus Theorem 15 unten. O

Zum Abschlu dieses Kapitels geben wir noch einige Ergebnisse ohne Beweise an.
Mit einer Erweiterung der Prioritatsmethode (auf englisch: innite injury; Priorit atsmethode

auf englisch: nite injury oder priority) kann das folgende Theorem bewiesen werden:

Theorem 13 (Splitting Theorem von Sacks) :  Es seien A,D  IN r.a., nicht
rekursiv.
Dann existieren B,C IN ra.mit A=BUC,D /pyBundD /7 C.

Folgerung 14 :  Es seien a,d P (IN),,, , mita,d #0.
Dann existieren b,c € P(IN),.,.; , mita=bUc,d /bundd / c.

Bemerkung :  Wahlt man in der Folgerung a = d, so erhalt man b und ¢ mit
a ="bUcund b und ¢ unvergleichbar, d.h. b / cund ¢ / b.

Theorem 15 (Density Theorem von Sacks) :  Die r.a. Turinggrade sind dicht
geordnet,
d.h. fur alle a,b € P(IN),,.; , mit a < b existiert ein ¢ € P(IN),q./ , mit
a<c<b.

Denition : Esseia € P(IN),,, ,.a heit low gdw.a =0
und  a heit high gdw. o' =0".

Bemerkung :

a) 0" o furalleae P(N), ,.
b)a" 0" furalleacP(IN)y e, .-
c¢) 0 ist low, und 0’ ist high.

Bewris :  Fur alle a,b € P(IN), , mita bfolgt a’ ¥, denn seien A, B IN
mit @ = deg A und b = deg B; dann folgt wegen A’ € 94 und A ¢ B
A" e 9[B],also A’ 7 B'und damit a’ . Daraus erhalten wir a) und b) wegen
0 afuraleacP(N), ,bzw.a 0 furallea€P(IN),,, ,-c)istklar. [
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Satz 16 :
Es existiert a € P(IN),.q.; , mit a # 0 und a low.
Es existiert a € P(IN),.,.; , mit a # 0" und a high.

Die high Turinggrade sind genau diejenigen, die eine Menge mit den folgenden
Eigenschaften enthalten (siehe Satz 18):

Denition : A IN r.a. heit maximal gdw. IN \ A unendlich ist und fur alle
ra.B INgilt:A B — B\ A ist endlich oderIN \
B ist endlich.

Bemerkung : A maximal =— A simpel.

BEwWEIS:  Es sei A maximal. Nehmen wir an, A sei nicht simpel. Dann existiert
eine unendliche r.a. Menge C' mit C N A = (). Nach §5, Lemma 2 a) gibt es eine
injektive rekursive Funktion f mit C = f[IV]. Betrachte D := {f(2n) | n € IN}
und setze B := AU D. Dann ist B r.a. mit A B, aber B\ A und IN \ B sind
unendlich. Das ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, da A maximal ist.

0

Theorem 17 (Friedberg) :  Es gibt maximale Mengen.

Bemerkung : Fur alle r.a. Turinggrade a gilt:

a #0 —> es existiert eine simple Menge D mit D € a.

BEwEIs :  Es seien a # 0 r.a. Turinggrad und A r.a. mit a = deg A. Dann
existiert eine injektive, rekursive Funktion f mit A = f[IN] (§5, Lemma 2 a)).
Nach §6, Ubung 5ist D = {z | Jy > = f(y) < f(z)} simpel. Aufgrund des Beispiels
aus §8 folgt A 7 D (§8, Satz 1). O

Satz 18 (Martin) :  Fur alle r.a. Turinggrade a gilt:
a high <= es existiert eine maximale Menge M mit M € a.



§ 10 Die analytische Hierarchie

In § 8 hatten wir uns mit relativer Berechenbarkeit beschaftigt. Zu vorgegebenem
h : IN — IN haben wir den Begri “rekursiv in A" deniert. In diesem Kapitel
wollen wir die Theorie in dem Sinne erweitern, da wir A nicht fest vorgeben,
sondern als variabel ansehen.

Wir betrachten im folgenden partielle Abbildungen, deren Denitionsbereich

auch Funktionen
: IN — IN enthalt:

Denition : Es seien n,r < w. Wir setzen R := ININ
(Elemente von R werden im folgenden mit , , , ... bezeichnet.)
F:IN"R "< IN heit partielles Funktional.

Analog zum Begri der partiell rekursiven Funktion denieren wir:

Denition : FEin partielles Funktional F': IN®"R " — Nheit partiell rekursiv
gdw. F sich aus den Grundfunktionen RO durch die Operationen R1, R2 und
R3 ergibt. Dabei sind R0, R1, R2 und R3 analog wie fruher deniert:

RO :
NY(z) =241
I (x1,... s Zn, 1,-.-5 p)i=x; (i n)
Ccy’ =0
Eins''(z, ):= (z)

R1 (Einsetzung) :
Wenn H (k,r-stellig) und Fy, ... , F}, (n,r-stellig) partiell rekursive Funktionale

sind, dann ist auch F - deniert durch
F(Z )= H(F(Z,7),...,Fr(#7),7)

- ein partiell rekursives Funktional.
R2 (Induktion) :
Wenn H (n+2,r-stellig) und G (n,r-stellig) partiell rekursive Funktionale

sind, dann ist auch F' - deniert durch
F(#£,0,7) =G

{
~
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- ein partiell rekursives Funktional.
R3 ( -Operator) :

Wenn G (n+1,r-stellig) ein partiell rekursives Funktional ist, dann ist auch
F - deniert durch

- ein partiell rekursives Funktional.

Die folgenden Beispiele sind nach § 8 klar:

BEISPIELE :
1) F: IN" R < IN ist partiell rekursives Funktional
< es existiert ein e € IN mit F(%, ) ~ [ ](%) fur alle € R.
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2) f: IN™ — IN ist partiell rekursivin € R
<> es existiert ein partiell rekursives Funktional F' : IN"R  mit f(Z) ~ F(&, ).

Analog zu fruher denieren wir:

Denition
1) Ein rekursives Funktional ist ein partiell rekursives Funktional, das total
ist.
2) A IN™ R 7 heit rekursiv gdw. das charakteristische Funktional K 4
von A rekursiv ist.
3)A IN"R 7" heit rekursiv aufzahlbar (r.a.) gdw. eine rekursive Relation
R nn N R T

existiert mit A(Z, ”) < Jy R(Z,y, 7).

Da wir auch Funktionsvariablen zulassen, hat es Sinn, auch Abbildungen nach
R zu betrachten:

Denition : Eine Abbildung F : IN™ R "— R heit rekursiver Operator
gdw. Fr : IN® IN R " — IN mit (Z,y,”) — F(Z 7)(y) ein rekursives

Funktional ist.

Es lassen sich Resultate fur r.a. Relationen im fruheren Sinne (vgl. §5) auf die

neue Situation erweitern. Dazu die folgende Denition:

Denition : Es seien A IN* IN R " und F : IN®™ R " ein partielles
Funktional.
a)dom(A) :={(# ) e N® R " |3y A(Z,y, ")} heit Domain von A.
b) Graph(F) = {(Z,y,”) e N IN R " | F(Z ~) =~ y} heit Graph von
F.
dom(F) := dom(Graph(F)) heit Domain von F.
¢) F uniformisiert A gdw. Graph(F) A und dom(F) = dom(A) erfullt

sind.

Satz 1: Essei A IN" R ".
a) (Uniformisierungssatz) : Jedesr.a. B IN® IN R " ist durch ein partiell
rekursives Funktional
F:IN" R "< IN uniformisierbar.
b) A ist rekursiv gdw. A und —A r.a. sind.
¢) F:IN®" R " < IN ist partiell rekursiv gdw. Graph(F) r.a. ist.
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d) A ist r.a. gdw. A = dom(F) fur ein partiell rekursives Funktional F'.

e) Aistr.a.gdw. einr.a. R IN"*" existiert mit A(Z, 1,..., »)—3 kR(Z 1(k),...

Dabei kann R so gewahlt werden, da f ur alle | < w und fur alle (%,¥,7) €
Nn+l+r

R(f7zl7"'7(y07"‘7yl 1)7"‘,27‘)_) R(f,zl7""<y07"'7yl 17yl>7"')z7")
erfullt ist.

BEWEIS :  Analog zu fruher. Siehe § 5, Satz 3 und Folgerung 4 und § 8, Lemma 8.
ad

Wegen e) haben wir die folgende Normalform:

Denition : Esseienn,r < w.
W™ (e, 2, 7) =3 kW (e,2, 1(k),..., »(k)).
W' = {(@ ") e N R " | W (e,Z,7)} heit e-te (n,r-stellige) r.a.
Relation.
Satz 2 :
a) (Universelle Relation:) Jede r.a. Menge A IN" R " hat die Form W, fur
eine¢€ IN.
b) (s-m-n-Theorem:) Fur alle n,m,r < w existiert eine rekursive Funktion 3.
mit
7Z+m7r(m1, B 1 1 e ngr(evyh--- ,ym)(xlv R PR

BEwEIs :  Mit Satz 1 e) und Satz 5 aus §5. 0
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Die Abgeschlossenheitseigenschaften r.a. Relationen von fruher (§5, Lemma 1)

gelten in der erweiterten Situation analog:

Lemma 3 :
a) Jede rekursive Relation ist r.a.
b)A IN" INR "ra und F:IN®™ R " — IN rekursives Funktional
= A(Z,F(%,7), ") ra
¢) A,Bra. = AV B und AAB r.a.
d) A(Z,y, ") r.a. = Jy A(Z,y, ”) r.a.
e) A(Z,y, ") ra. = Vz <y A(Z,z, 7) r.a.

BEWEIS :  Analog zu fruher. 0
Neu ist die Abgeschlossenheit unter Einsetzung rekursiver Operatoren:

Lemma 4: Esseien A IN"R "R ra undF:IN" R " — R rekursiver
Operator.
Dann ist A(Z,” F (¥, 7)) r.a.
BEWEIS: Essei Rr.a. wieine) von Satz 1, alsomit A(Z,” )—3 kR(Z, (k), (k).
Dann ist A(Z,;” F(Z,7))—>3 k,s (lg(s) =k AN R(Z, 1(k),..., r(k),s) ANVi<
k F@)0) = (3):). i
r.a. na(:l;rlc), 2b)

0
m

0

o, auf die neue Situation:

Wir erweitern nun und

Denition : FEsseim<w. A IN™ R " heit
9 -Relation gdw. A(Z, ") = 3 y1 VY2 Yz ... Qum R(F,y1,-.. ,Ym, *) fur ein
rekursives R,
9 -Relation gdw. A(Z, ") =V y1 392 Vy3 ... Qym R(Z,y1, ... ,Ym, ) fur ein
rekursives R.
Hierbei ist @ € {V,3}.
O und 2 bezeichnen die Klassen aller % - bzw. 9 -Relationen.
0._ 0 0
m ° m m

0 _ 0 . . . .
Um<w = Um<w ., nennen wir die Klasse der arithmetischen Mengen.

Die Abgeschlossenheitseigenschaften von fruher gelten in der erweiterten Situation

analog; dazu kommt noch die Abgeschlossenheit unter Einsetzung rekursiver Operatoren:
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Satz 5 (Abgeschlossenheitseigenschaften) :  Es sei m < w.
) LU S
pAe o( 9 e-de o( 9
c)Esseien A IN®" INR "und F:IN" R " — IN rekursives Funktional.
AZy. " e % ( %) = A@F@F ), e %( %)
d) Esseien A IN" R "R und F:IN" R " — R rekursiver Operator.
A7 )e n( )= A& F@E 7)) e 5( W)
e)A,Be O (%)=AVvBAABe % (9%)

)AZy, e %( % =WAZ .y, e 0 (VWAZy e 9)
g) AZ,y, Ve %( %) =Ve<yAF 2z ")e % (Fz2<yA@z )e 9)

BEWEIS :  a) durch Einfuhrung blinder Variablen analog zu § 7, Lemma 2. d) ist
klar wegen Lemma 4 und sonst analog zu §7, Satz 1. 0

Auch die Existenz einer universellen Y -Relation (§ 7, Lemma 3) bleibt erhalten:

Lemma 6 : FEs seien n,r < w.

Fur alle m > 0 existiert eine universelle 0 -Relation U™ IN IN" R ".

. . . T T
BEwEIS :  Wir verwenden die oben denierte Normalform W, .

n+tm 1,r, N
N We (xayla'“;ym 15 )7 Q:v
Setze Urr(e, 2, ) =3 11 Vys...Qym 1

=—=n+m 1l,r,6 iR
_'We (xayla"'aym 1, )7 szl

Folgerung 7 : Fur alle n,r < w, nicht beide = 0, und alle m > 0 ist 0/

0
m-

BEWEIS :  Die folgende Relation B ist ¢ aber nicht 9 (Diagonalargument):
Ist n > 0, so setze B(Z,”) — U™ (x1,%, ).
Ist n =0, so setze B(”) — U%"( 1(0), 7). 0

Aus §8 ist klar:

Bemerkung: A€ O] ]<= es existiert ein B € 2 mit A(Z) + B(Z, ).

m

Wir erweitern die Theorie jetzt, indem wir auch Quantizierung uber Funktionsvariablen

zulassen:

Denition :Esseim<w. A IN™ R T heit
in—ReIation gdW A(f, _») — 3 1V 23 3Q m R(f, ,_‘ Tyeer m) fur
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ein arithmetisches R,
! _Relation gdw. A(Z,”) = VY 133V 5...Q wR(Z,~ 1,..., m) fur
ein arithmetisches R.
Hierbei ist (} € {V,3}.
L und ! bezeichnen die Klasse aller ! - bzw. | -Relationen.
1. 1. 1
m * m m
Umncw m =Umecw m nennen wir die Klasse der analytischen Mengen oder

auch der projektiven Mengen.

Neben den Abgeschlossenheitseigenschaften, analog zu denjenigen aus Satz 5,
haben wir die Abgeschlossenheit unter Vy und Jy:

Satz 8 (Abgeschlossenheitseigenschaften) :  Es sei m < w.

a) mU m1

bAe ( n)=-4e ()

c)Esseien A IN* INR "und F:IN®™ R " — IN rekursives Funktional.
AZy, e n( n) =A@ F@ 7,7 e ()

d)Esseien A IN" R "R und F:IN" R " — R rekursiver Operator.
AZ 7 )e () =AE " FE 7)) e ()

e)A,Be L (L)y=AVvB,AnBe L (L)

£) Ay, 7)€ n( w) =A@y "), VWA@Y, )€ ()

g) Furm>0: A(Z,” )e L()y=34 @ )e L KVA (@ )e

1
m)
Im Beweis verwenden wir die folgenden beiden rekursiven Operatoren:

Lemma 9 :
a)F:INR—R mit F(i, )(z):=( (x)); ist ein rekursiver Operator.
Fur F(i, ) schreiben wir auch ( );.
b) F:IN R =R mit F(z, )(z):=
Fur F(z, ) schreiben wir auch [ ]..

({x, 7)) ist ein rekursiver Operator.

BEWEIS :

a) Fr:IN IN R - R mit Fe(i,z, ) = (Eins"!(z, )); ist ein rekursives
Funktional (R1).

b) Fr: IN IN R - R mit Fr(z,z, ) = Eins'"!((z,2), ) ist ein rekursives
Funktional (R1). 0

BEWEIS (von Satz 8) :

a) Durch Einfuhrung blinder Variabler: Essei A € L mit A(Z, ") < 3 1V 2...Q n R(Z,” 1,...

m
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fur R rekursiv. Dann ist wegen

A(f, _‘)(—>\V 03 1V 2Q mR(f,,_‘ Tyenny m)4 undA(f, 4)(—)3 1Y QQ m@ m+1R(f,;} Tyo--

[\

3 m)
v

1
€ in-%—l € m+1

(wobei @ =V, falls Q =3 und Q =3, falls Q =V) Ae ! ., erfullt.
Fur A€ 1 geht man analog vor.

b) Klar (vgl. §7 Satz 1 a)).

¢) und d) Klar nach Satz 5 ¢) bzw. d).

e) Durch Induktion uber n, simultan fur . und
m = 0 : Klar nach Satz 5 e)

m —m+1:Esseien A,Be 1 ., mit A 7)< 3JA(Z, )und B(Z, ") +
B (¥, )fur A,B'€ ! . Dann gilt

1.
m*

AVB (Z,7)«+ 3 (A%, )V B(Z, )) und AAB(Z, )+ 3 (A(Z, ( )o) A B'(Z, ( )1)-.

~ ~

€ 1 (Ind.-Ann.) € 1, (Ind.-Ann. und d))

Der 1 . -Fall folgt daraus mit b).
f) m = 0 : Klar nach Denition der arithmetischen Relationen.
m>0:Essei Ae ., mit AZ,y,") < IB (&,y,,” )fur Be . Dann

gelten:

1) EIyA(faya _‘) = B\ (57( )1(0)77_‘ ( )0) )

~

€ L, nach c¢) und d)

also 3y A(Z,y, ) € iy
Der Fall A(Z,y,”)€ L., = VyA(Z .y, )€ I, folgt daraus mit b). (%)

2) Vy Ay, ")« 3 VyB(@y," [],),

/

e L nac}:r(*) und d)
also Vy A(Z,y, ") € L1
Der Fall A(Z,y,”) € L1 = WA@y,~)€ 1.4 folgt daraus mit b).
g) Nach Voraussetzung ist m > 0. Essei A € L, mit A(Z,” )« 3IB (&, )
fur Be ! . Dann ist
34 (faa_’ )HEIB (fm_’ ( )07( )1)’

~

-~

€ 1, nach d)

m

also 34 (7 )€ b 0
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Aufgrund des folgenden Lemmas haben wir eine Normalform fur analytische

Relationen:

Lemma 10: Esseienm >0und A IN®" R 7.

A€ L = es existiert ein e < w mit

=n,r+m , ,
oo We (xaaa Tyevr m)a Q:V
A(CC, )—)El 1V 2Qm ot
_‘I/Ve7 (fn: 1, ) 'm)a =3

Entsprechendes gilt fur A € 1.

BEWEIS : Essei A€ ! . Dann ist

0
AE, )= 1V o ... vai’:”é;y B(Z,y,” 1,..., m) mit B € & fur ein n < w.
(Dies gilt 0.B.d.A. wegen Satz 5 a).)
Wir betrachten zunachst die Relation ; " 33; B(Z,y,, 1,--+5 m)-
Durch Induktion uber k zeigen wir unten:

Fur alle C € 9( 9) existiert ein rekursives R mit
3 V2C(&,2,, )—3 YuR(@u,, ).
Dann folgt: Es existiert ein rekursives R mit

v mzly B(faya;’

V Ju- = -
Sy R(z

1y--0 m)_> 3 VYu y Uy, Iy+--H m 1, )

Fur e < w mit Ju-R(#,u, )= W

also die Behauptung.

Der Induktionsbeweis wird simultan fur % und 9 gefuhrt:

n =0 : Klar.

n—n+1l:

Essei C e 9., mit C(Z 2, )=3 vD(@zv,  )furDe 9.

Dann ist

3 VZC(f,Z, 7_‘ )—>E| Vz D(faza( )O(z)aa_» ( )1)—>E| VUR(faua 7_‘ )

€ 9 nach Satz 5¢) und d)
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fur ein rekursives R (nach Ind.-Ann.).

Essei C e 9., mit C(Z,z2, )=V vD(&zv,  )furDe

n*

Dann ist

3 V2C(&,2,,

)— 3 Yu D(Z, (u)o, (u)1,,” )— 3

€ 9 nach Satz 5c¢)

fur ein rekursives R (nach Ind.-Ann.).

Die Aussage fur A €

L folgt mit Satz 8 b).

Yu R(

-
T

7”71-’ )
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Es folgt die Existenz universeller ! -Relationen:

Satz 11 : Es seien n,r < w.

Fur alle m > 0 existiert eine universelle ! _Relation U,

BEWEIS :
—n,r+m,_, _
—n,r N We (:I;” L
Setze U, (e,Z,7) =3 1V 2...Q m rim
_‘We (J:a ) 1,

N IN™" R ".
7m): Q:V
7m)a QZH

1 / 1'

Folgerung 12 : Fur alle n,r < w, nicht beide = 0, und alle m > 0 ist

BEWEIS :  Analog zu dem Beweis von Folgerung 7.

73



§11 1- Mengen

Wir wollen uns nun die 1-Mengen genauer ansehen und werden dabei eine
weitere Charakterisierung dieser Mengen erhalten. Dazu denieren wir zun achst,
was wir unter einem “Baum” verstehen:

Denition

a) T Upew "IN heit Baum gdw. fur alle s € T und alle s’ : n — IN mit

s’ sauch s €T gilt.

b) Ts :={t | st € T} heit Teilbaum von T.

c¢) Eine Funktion :IN — IN heit Baum gdw. ihre Nullstellenmenge T' :=

{s | ((s)) = 0}

ein Baum ist.

Erlauterung :

Wir haben hier (wie in der Mengenlehre ublich) »n mit der Menge {0,...,n 1}

identiziert. s : n — IN ist also die Folge s(0),...,s(n 1) und “ ” bedeutet
“Anfangsstuck von”.

(s) ist die Godelnummer (s(0),...,s(n 1)) von s. — Haug schreiben wir einfach
s fur (s).

Der Ausdruck s™'t bezeichnet das Aneinanderhangen von Folgen oder Godelnummern
von Folgen: Fur s = 5(0),s(1),...,s(n) und t = ¢(0),#(1),...,t(m) ist st =

s(0),s(1),...,s(n),t(0),t(1),...,t(m) . (Entsprechend fur Godelnummern.) — Dieses
Aneinanderhangen ist rekursiv, denn: (s"'t) = 2z lg(z) = lg(s) +Ig(t) A Vi <
lg(s) (s)i = (2)i A Vj <lg(t) (1); = (2)ig(s)+s -

Bemerkungen :

a)Ts =0furs¢T.

b) () ist Element eines jeden nichtleeren Baumes.

c) Wir fassen Elemente von Baumen wahlweise als Folgen oder als Godelnummern
von Folgen auf;

wir schreiben daher auch mitunter T IV.

Anschaulich sieht ein typischer Baum etwa so aus:
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NS T
T/ T
T T
T /

Nt A

_)

NS

Jeder Knotenpunkt ist dabei ein Element von T'.

Eine Klasse von besonders “schonen” Baumen sind die fundierten Baume:

Denition
a) Ein Baum T heit fundiert gdw. es keine unendliche aufsteigende Folge der
Form
S0 = S1 = S2 2 S3 2 ... ,8; €T, gibt.
b) T:={ |T fundierter Baum}
Beachte: 7 # (), da zum Beispiel := Koy € 7. (Erinnerung: 0 = ())

Lemmal: 7 € 1

BEWEIS: €7 <= VaVn( (z)=0— (2)n)=0) (dh.:Baum)

AY In ( (n)#0 (d.h.: fundiert)

Die obere Eigenschaft ist ¢, die untere 1. 0

«

Zusatz : ist nichtleerer fundierter Baum” ist ebenfalls I, da die zusatzliche

Bedingung aquivalent ist zu (0) = 0; diese Eigenschaft ist sogar .

Satz 2: A IN® R "ist | gdw. ein rekursiver Operator F : N®* R " - R
existiert mit A = {(Z,7) | F(&, ) € T}.

(Vergleiche den Begri der m-Vollst andigkeit (§6)! Analog zum dortigen Ergebnis
ist 7 die “komplizierteste” 1-Menge.)
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BEWEIS:

“«” ist klar wegen Lemma 1 und der Abgeschlossenheit von 1 unter rekursiver
Einsetzung.

“=”: Nach §10, Lemma 10 gilt A(Z, ) & VR (&, ) fur eine r.a. Relation R. Also
existiert eine r.a. Relation R’ mit R(%,,” ) <> EIk:R’(f (k), (k)). (Hier steht_> (k)

fur das Tupel ( 1(k), 2(k),

.., n(k)), wobeidie ;(k) die Godelisierungen ( ;(0), ;(1),..., ;(k))sind.) Weiterhin

gibt es eine rekursive Relation R” mit R'(Z,§,t) < JIR"(Z, ",t 1), also A(" 7)<

v E”{Z,ZR”(SE,_) (k), (k),1).Setzenun T(Z, °) := {t | Vk,l < lg(t) ~R"(Z, (k),t]k, 1}.

rekursw inZ,”
— Da T ein Baum ist, ist klar nach Denition; weiter gilt A(Z, 7) <+ ¥ In (n) ¢
T(Z, "), d.h.: T ist fundiert. Mit F := K¢ haben wir also wie gewunscht A(Z, 7) <
F(Z)eT.

- |

Folgerung : 7 ist nicht 1.

BEWEIS:
Sonst liee sich jede Menge A € 1, insbesondere also auch jede Menge A € 1\

1, vermoge einer solchen Funktion schon 1} entscheiden. 0

Wir wollen nun die  1-Mengen einer Ordinalzahl-Analyse unterziehen und fuhren
dazu ein Ma f ur die “Hohe” von Baumen ein: Es sei T ein fundierter Baum. Dann
lat sich eine Rang-Funktion rg; denieren, die jedem s € T eine Ordinalzahl wie
folgt zuordnet:

rgr(s) ist 0, wenn s ein “Blatt” des Baumes T ist, und sonst die kleinste
Ordinalzahl, die groer ist als die R ange aller Nachfolger von s.

Diese Denition ist nur f ur fundierte Baume sinnvoll, da sonst ein unendlicher
Regre eintritt. Der Rang eines Baumes ist dann gleich dem hochsten Rang eines

seiner Elemente, namlich rgs(0).

Formal:
Denition : a) Fur fundierte Baume T ist der T-Rang eine Funktion

gy : T = On
0 , wenn Vi s (i) ¢ T
min{y | Vi € INy > rg,(s"(i))} , sonst.

b) Fur alle Baume T wird der Rang von T deniert als

rgr(0) , wenn T fundiert und nichtleer
|T| = 1 , wenn T leer
w1, wenn T nicht fundiert und nichtleer.
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¢) Fur Funktionen denieren wir entsprechend | |: =T |.

BEISPIELE:
a) [{0} =0
b) T, mit der Struktur
/‘
T S
NT A

hat den Rang w. ( T, ist der “kleinste unendliche fundierte Baum”.)

¢) Der Baum T,
T

hat den Rang w + 1.

d) Der Baum T,

hat den Rang 2w.

Bemerkungen :
a) Wegen der Regularitat von w; haben alle fundierten Baume einen Rang echt
kleiner als w .
b) Fur jede abzahlbare Ordinalzahl gibt es einen fundierten Baum 7 mit = [T,
denn (Induktion uber ):

=0:T={0}
sonst: Sei { ; |i € M}, M IN, eine Aufzahlung der Ordinalzahlen unterhalb
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von ; hierfur existieren nach Induktionsannahme Baume 7% mit 7% = ;; setze
T:={0yu{{i)"s|seTi iec M} T ist wie gewunscht. i

Ubung 1: Es sei T fundierter Baum. Dann ist fur alle s € T rgp(s) =| Ts | .
Hinweis: Zeige durch transnite Induktion uber < w ;: Fur alle s € T gilt :
rgr(s) < |Ts| .Beachte dazu, da f ur alle s € T und fur alle i € IN mit
(i) € T gilt: (T5) ) = Ton sy

Notation : Dies rechtfertigt es, im folgenden fur Ordinalzahlen mit T einen

Baum zu bezeichnen, fur den |7 | = gilt.

Wir denieren nun eine Ordnungsrelation auf wq + 1:

Denition : gdw. < w 1und (fur , w1)
Lemma 3 :

a) | | <| |ist eine 1-Relation (in, ).

b)| | | |isteine }-Relation (in, ).
BEWEIS:

a) (Skizze) Zu zeigen ist: | | Z}“ | (dh: T | T |)ist eine 1- Re&ation. - Wir
betrachten nur den Fall, da 1" fundiert ist; wir denieren dann eine Zi(ks))bildung

filUpen ™0 = Upen "IN mit den folgen-
den Eigenschaften:

fs)e T (seT)
fs)= 0 (s ¢ Tf)
f)y= 10
lg(s)=1g(f(s)) (se€T)
fls)  f(®) (s tel)
T T
Diese Konstruktion ist moglich, wenn | | | | (induktiv uber lg(s)). (Ubung!)

Dann gilt:
T | T| & 3fVsVidjs"G)eT — f(s"6)=f)")eT Af() =0

Die Aussage auf der rechten Seite ist oensichtlich 1.
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b) |T | T & €eTAV(()eT — Ty <T )
—— N—— ————
! rekursiv 1
e a
1
Denition : FEin Baum T heit rekursiv gdw. seine charakteristische Funktion

K7 rekursiv ist.

< w 1 heit rekursiv gdw. ein rekursiver Baum 7" mit [T'| = existiert.

Bemerkungen :
a) Es existieren nur abzahlbar viele rekursive Ordinalzahlen, da nur abzahlbar viele
rekursive
Mengen existieren.
b) Mit ist auch 4+ 1 rekursiv. (Klar!)
¢) Wenn  rekursiv ist und <, dann ist auch  rekursiv.
Beweis: (Induktion uber ) Sei < =T, T rekursiv. Nach Denition existiert
ein j mit |T;| , |Tj| < . Falls = |Tj|, dann sind wir fertig; falls aber < |Tj],

dann benutze die Induktionsannahme.

Denition : w{ :=sup{ | rekursiv}

(Das “¢” kommt von dem englischen Namen “constructive ordinal”.)
Es gilt:

—wf < wy (wegen Bemerkung a));

—  rekursiv gdw. <w ¢  (wegen Bemerkungen b), ¢)).

Nun wollen wir Baume vermittels ihres Ranges klassizieren:

Lemma4: Mit7 :={ eR|||< }gltt <wf gdw T € 1L

BEWEIS:
“=7: Essei rekursiv, =] | ( existiert wegen < w ). Dann gilt:
€T «| |<| | (Diese Relationist |in .)
“= | | (Wegen | | < w{ < wy; diese Relation ist | nach dem vorigen Lemma.)

“<”: Es sei w. Wahle A IN aus 1\ 1. Nach §10, Satz 1d) existiert ein
rekursiver Operator F : IN - R mit A = {n | F(n) € T} = {n | F(n) € T },
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denn |F(n)| <w§{ ,da F(n) rekursiv ist. Warenun 7 € 1}, dann auch A € 1};
Widerspruch! O

(Das war also wieder einmal unser Standard-Trick: Ruckfuhrung auf die Aussage

des Hierarchie-Satzes.)
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Korollar 5 :
a) Wenn T fundiert ist, T € 1, dann gilt |T| < w§.
b) Wenn A 7 , A€ 1, dann existiert ein <w ¢ mit A T
( “Beschranktheitseigenschaft”)

BEWEIS:
a) klar (betrachte 7|7 ).
b) Es sei wi minimalmit 4 7 .Danngit 7 ={ |3 | €eAd Al | | 11}
1 nach 1
Voraussetzung
M
1

— also < w ¢ nach Lemma 4 (sieche den zweiten Teil des Beweises). 0
Satz 6 : Je zwei disjunkte 1-Mengen A und B lassen sich durch eine }-Menge
trennen.

Beachte: Fruher I@tten wir einen solchgp $atz fur §-Mengen gezeigt! (§3($pty 9)

BEWEIS: C T
Gesucht ist C € {mit A C B¢ wobei B°€ 1.

Essei F: IN" R AT — R ein rekursiver Operator mit B¢ = {(&, 7) | F(&, ;:)(E)T}
Die Idee ist nun, die Situation auf Mengen von Baumen hinuberzutransportieren:

Das Bild von A unter F ist beschrankt; betrachte dann das Urbild einer beschrankenden
Menge T :

Genauer: F(A) ist 1,denn € F(A) &I € AF(F, 7)) = <+ I~ € AVtF(F, 7)(t) =
(t)-

Wegen A B¢ ist also F(A) T furein < w { (wegen Beschranktheit!); setze

nun C:={(&, ) | F(&, ~) € T }. C ist wie gewunscht. 0
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Wir konnen nun die Entsprechung zu einem wichtigen fruheren Satz zeigen, den
wir dort fur §-Mengen gezeigt hatten (§5, Satz 3):
S
Satz 7 ( }-Uniformisierung) : Jede {-Relation lat sich  {-uniformisieren.

Zur Erlauterung: Wir haben die folgende Situation:

RT

Wir betrachten hier nur die Uniformisierung “in der Richtung von R”; der Satz gilt
aber auch “in der Richtung von IN”. Dies folgt aus dem von uns bewiesenen Fall,

lat sich aber noch einfacher direkt zeigen. ( Ubung 2)

BEwEIs:  Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall n = 0, r = 1. Sei
also R R R eine {-Relation und F : R R = R wie ublich ein rekursiver
Operator mit R={(, )|F(, )eThfuralle, €RR seiT?C ):={x]
F(, )(z) =0} der zugehorige Baum. — Die Idee ist, vermittels dieses Operators
und seines Nullstellenbaumes eine Ordnung zu denieren, uber die dann eindeutig
ein uniformisierendes Paar zu (, ) gewahlt wird.

Sei = { | w1 }; wir betrachten I IV IV in der lexikographischen Ordnung
vermoge der Ordnungen auf und IV, in der Reihenfolge N N ;
also gilt (z;)iew < (Yi)ienw < Is(Vi < sz y;) Axs < ys.

Allgemein kann man in einer solchen Situation den folgenden Hilfssatz zeigen:

a) Jede Teilmenge A N ININ, A # ), hat ein Inmum ("z;);epv-

b) Es existiert eine abzahlbare Folge (y")nemw, y" € A, mit Vilim, ooy = Z;

(komponentenweise Konver-
genz in der diskreten Topologie).

Beweis: Ubung 3! (Tip: Setze Zo := min{yo | (yi)iew € A}; Zpyr = min{y,y1 |
Wi)iew €EANY =ToAYyr =T1 A AN Yn = Tn}.)

Deniere zun achst eine Abbildung G: R R - N NIV

Setze dann S(, ) R(, A |3( s)senv ( s)serv, =nf{G(, )| €R}|.

Da dieses S wie gewunscht ist, zeigen wir in funf Schritten:
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(i) S R _:klar wegen des ersten Teils der Denition.

(

(iii) Fur € dom R gilt (( s)senv, )=G( ):

D.h.: Fur (( s)sen, ) =inf{G(, )| €R}gilt: 5= 770 ) fur alle s € IN.
(Hier wird noch nicht behauptet, da ( , ) € R; dazu siehe (iv) !)

ii) Wenn S(, 1) und S(, 2),dann ; = »:klar, da das Inmum eindeutig ist.

Beweis: Nach Denition ist klar, da s Tf(’ ) ; zu zeigen bleibt “ 7. Wir

zeigen das durch Induktion uber Ts}— G .

Induktionsanfang: Wenn Ts]:(’ ) = 1, d.h. TS}-(’ ) = (), dann ist alles klar.

Induktionsschritt: TsjC ¢ ) i ein nichtleerer Baum, := Tsf G )'S  Die Behauptung
sei bewiesen fur alle ¢ mit Tt}-(’ ) < ; zu zeigen ist dann, da auch ¢ >
Es existiert ein (i) € T G it TS};(&,) ) ; TZ;(&) ) < 176 (nach

Denition des Rangs). Wegen der Induktionsvoraussetzung ist dann  ;n (; Tsfn((i) ).

Wabhle nun eine Folge ( "),enwv, " € ININ, mit (( o)sen, ) = lim, 0o G(, 7).
(Eine solche Folge existiert nach dem oben erwahnten Hilfssatz.)

N seisogro,daf urallen N gilt: (i) € ASRN sN (i) = T;(<’i> DA, =
T G (Ein solches N existiert wegen der punktweisen diskreten Konvergenz;

" konvergiert gegen  und A konvergiert gegen 7t ) ) Also s =

Tsf(’ REPS Tsfn((i) o= sN(4) : Das wollten wir gerade zeigen.

(iv) dom R = dom S: “ ” ist klar wegen (i); wenn nun € dom R, dann existiert

ein  mit R(, ). Alsoist F(, ) € 7T, mithin TO}—(’ ) < w;. Fur das Element

(( s))semwv, ) aus Schritt (iii) gilt: ¢ T(f% ) < wy; also Tof(7 ) 0 < wi;

das heit aber F(, )€ T oder, mit anderen Worten, R(, ).
(v) Se 1i:

R(, )AG(, )=inf{G(, )| €R}e R(, )AV # 3s Vi<s T/ ) 170 ) A

SN—— ~~ d ~ d
! Diese Quantoren 1, da linke Seite < w1
andern nichts

AG) @) A TIC) <176 )y 176 ) TFG ) A (s) < (s)

-~ -~ -~
1 1 1
1 1 1
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ist 1. a

Korollar 8 : Jede J}-Relation lat sich  }-uniformisieren.

BEWEIS:

Es sei zum Beispiel R R’ R~ eine 3-Relation, also R(, )<« 3 R(,, ), Re
1. Deniere R(, ): R(, ()o,()1),R€ 1.8(, ) uniformisiere R; deniere

dann S(; ) :¢ 3[S(, )A = ( )o]. Diese Relation uniformisiert R und ist

oenbar 1. 0



§ 12 Induktive Mengen

Ziel dieses Kapitels ist eine andere Charakterisierung der }-Mengen. Zu diesem

Zweck fuhren wir den Begri der induktiven Denition ein.

Denition : Es sei X eine Menge
FEine Abbildung : P(X)— P (X) heit induktive Denition auf X
gdw. isoton ist, dh. A B impliziert ( A) ( B)

Denition : Essei eine induktive Denition auf X
A X heit Fixpunkt von gdw.( A)=A

Von besonderer Bedeutung ist der kleinste Fixpunkt, der sich sowohl von oben

als auch von unten konstruieren lat:

Lemma 1 (Konstruktion von oben) : Es sei eine induktive Denition auf X
I :=N{B X |( B) B} istder kleinste Fixpunkt von

BEWEIS :

Aufgrund der Denition von [ genugt es, zu zeigen, da [ ein Fixpunkt von
ist,also ( I )=1T .

“ 7. EsseiB X mit ( B) B.Dann haben wir I B, und wegen der
Isotonie von folgt ( I ) ( B) B.Da B beliebig gewahlt war, erhalten wir
(1) 1.

“ 7. (I) I lefert wiederum wegen der Isotonievon (( I )) ( I).
Damitist ( I )e{B X |( B) B},alsol (I).

Bemerkung (Konstruktion von unten) :  Es sei eine induktive Denition auf
X.

Deniere f ur € On I rekursiv durch:

I°:= 0,

I *1:=( 1) und

I ==, [ fur Limeszahlen

Dann gelten:

nre ... 1 .. ( €On).

2) Es gibt eine Ordinalzahl < | X [T mit I =1 furalle > . Das kleinste solche
heit
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die Abschluordinalzahl von und wird mit bezeichnet.

T =U conl -
Insgesamt folgt also I =T

BEWEIS : Ubung 1

Hinweis: Zu 1): Durch transnite Induktion uber € On.

Zu 3): Zeige |J cp, I ist ein Fixpunkt von und eine Teilmenge von I (zeige
dazu fur alle B X mit ( B) B :furalle €OnistI B).

Induktive Denitionen treten in der Mathematik h aug auf. Wir wollen an dieser
Stelle nur ein Beispiel geben. In §13 werden wir eine weitere Anwendung einer

induktiven Denition kennenlernen ( §13, Lemma 1).

BEISPIEL :  Es seien (G, ) eine Halbgruppe und B G.

Betrachte die induktive Denition ( Y):=Y Y U Bmit Y Y :={y z]|
y,z € Y}

Dann ist I = ({H G| (H, ) ist Halbgruppe mit B H }, also die von B
erzeugte Halbgruppe (bzgl. ) und lat sich von unten konstruieren durch H =
B UB B UB B B U...Die Abschluordinalzahl ist in diesem Fall w.

Wir wollen nun den Zusammenhang zu }-Mengen herstellen. Dazu betrachten

wir Operatoren von R" in die Menge der induktiven Denitionen auf IN":

Denition : Esseienn,r < w.

Ein Operator : R" — { : P(N")— P(IN")| induktive Denition auf IN™}

heit arithmetisch ( § bzw. 1) gdw. i € ( Lyeen T)(T(n)) arithmetisch
( (1) bzw. %) in
¥, 1,---, pund Ist.

Dabeiist fur € R Ty :={x| (2)=0} (=T ) und T, :={(21,... ,2y) €
N™ | ((z1,...,2,)) =0} furn>1.

R IN" R " heit Fixpunkt gdw. (¢,”) € R & § € 107 fur einen
arithmetischen Operator .

R IN™ R 7 heit induktiv gdw. R(7, ”) < S(m, ¥, ”) fur einen Fixpunkt
S IN IN™R "undeinm € IN.

Als Beispiel einer induktiven Menge betrachten wir die {-Menge T der fundierten

Baume aus §11:
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BEISPIEL: T (={ €R|T fundierter Baum }) ist induktiv.

BEwEIS: Essei : R— { : P(N)— P(IN)| induktive Denition auf IV}
mit ( )X):={x e N| “T Baum” A (t =0AT =0] V [ze€T A
Vi(z"(i) e T — z"(i) € X)])}. (Veriziere, da () isoton ist.)

“T Baum” ist {in  (vgl.§11 Beweis von Lemma 1), T =0 (& (0) # 0) ist
rekursivin ,und z7(i) € T (& (z"(i)) = 0) ist rekursiv in z,7 und , da z"'(3)
rekursiv in z und ¢ ist (vgl. §11).

Daheristye ( )(T') %iny, und ,also ein  9-Operator.

Fur einen nicht-leeren, fundierten Baum 7' ist {  ){®) anschaulich die Menge der “Baumspitzen”

von T und weiter fur alle <w | I die Menge aller s € T mit rgp (s)

Zeigenun €7 < 0¢ 10,

Dann ist fur den Fixpunkt S IN R mit (y, )€ S+ y € 0 €T «
S(0, ) erfullt, also 7 induktiv.

“=” . Essei €7T.

Ist T =0, sofolgt 0 ( )(D) 10 ) nach Denition von ( HX).

Ist T # 0, so zeigen wir durch Induktion uber rg; (z): T 10 ). Dann folgt
0ell ).

Zum Induktionsbeweis:

Esseiz € T mit rgy (z) = , und fur alle y € T mit rgp (y) gelte

<
y € I0 ). Fur alle i € IN mit 2"(i) € T folgt dann rg; (z"(i)) < . also

nach Induktionsvoraussetzung =" (i) € 10 ). Nach Denition von ( )(X) folgt

ze( Hyat =10,

“<” : durch Kontraposition: Es sei /€ T.

1.Fall: T ist kein Baum. Dannist (  )(0) = 0, also I ) = ¢ und damit 0 ¢ I{ ).
2. Fall: T ist ein Baum, der nicht fundiert ist. Dann existiert ein unendlicher Pfad

€ Rdurch T , d.h. fur allen € INist (n) € T . Betrachte Y := IN \ { (n) |

ne€INY. Fury € ( )(Y) folgt Vi(y"(i) € { (n) | n € N} —» y"(i) ¢ T )

(Kontraposition), also y ¢ { (n) | n € IN}. Wir erhalten (  )(Y) Y und0¢V
(wegen (0) =0). Damit ist 0 ¢ 10 (nach Konstruktion von oben). 0

Wir haben gesehen, dadie  }-Menge 7 induktiv ist. Durch eine Verallgemeinerung
des vorigen Beweises zeigen wir nun, da jede  1-Menge induktiv ist. Daruberhinaus

erhalten wir die folgende Charakterisierung der 1-Mengen:

Satz 1: Furallen,r <wund A IN" R " gilt:
A€ | <= Aist induktiv.
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ZUSATZ (ohne Beweis) :
a) Ae }= Aist induktiv mit 9-Operator
b) A ist induktiv mit !-Operator = = Ae L.

BEwWEIS: Esseid IN"R ".
“=” : Essei A € 1. Dann existiert nach § 10, Lemma 10 und Satz 1 e) eine r.a.

Relation R~ IN"t7+1 mit

1) = R(Z,21,... ,2r41) = " R(& 21 my... 241 m) fur allem <w  und

2) A(fa _’) -V ElkR(fa 1(k)7-~'7 r(k)a (k))

=V 3kRE, 1(g( (F),--» (g (K), (k).

Betrachte nun die  9-Relation T IN  IN" R 7, deniert
durch

T(s,Z, 7)== R(Z, 1(g(s)),---, r(g(s)),s).
Dann ist fur alle (£, ) € IN® R " die Relation Tz -y IN, deniert durch

T(.ﬁ 7) (S) — T(S,f, _‘)a

ein Baum, da wegen 1) gilt: T'(s, Z, *) — T(s|'m, Z, 7) fur alle m < w.
Mit 2) folgt A(Z,”) = vV Fk-T(z~+( (k)), also haben wir fur alle (7, ”) €
IN™ R ™

(#,7) € A<= T3~ ist ein fundierter Baum.
In Verallgemeinerung zum vorigen Beweis betrachten wir den Operator

R'—={ : P(N"T') - P(IN""') | induktive Denition auf ~IN"*'}  mit

( NX):={(5,8) € N"" |[s= OANT(z,~ =0]V[s € T(3~) AVi (s"(i) € Tz~ — (s"(i), %) € X)1}.

st damit arithmetisch (, sogar  9). Nach dem gleichen Prinzip wie im vorigen
Beweis lat sich nun zeigen: ( #,7) € A<= (0,%) € 1) (Ubung).
Damit ist A induktiv.

“<” : Es sei A induktiv. Nach Denition existiert dann ein arithmetischer Operator
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undein m € IN ,sodaf uralle (Z,7) € N* R " gilt:
(#7)eAd—  (mi)ell D
- (m@e(|{B N|( )(B) B}

- (m, 7)€ ﬂ {Thi1 | €R mit ( NTgr)  Thpa}

-V Vi (m,g) €( NTppy) > (mp) e,y — (m3)eTl,,
arithmetisch rekursiv rekursiv
arithmetisch
arithmetisch
Damit ist A € 1 gezeigt. O

Aufgrund dieses Satzes ist klar:

Bemerkung: Dieinduktiven Mengen haben genau die gleichen Abgeschlossenheitseigenschaften

wie die  }-Mengen.



§ 13 Hyperarithmetische Mengen

Im letzten Kapitel haben wir die 1-Mengen auf eine zweite Art charakterisiert.
Hier wollen wir nun dasselbe fur die  }-Mengen durchfuhren. Ein wichtiges Beispiel
einer }-Menge ist:

BEISPIEL:  Es gibt eine {-Relation U IN IN mit:

Jede arithmetische Menge A IV hat die Form A(z) <> U(e, z) fur ein geeignetes
e€ IN.

Beachte, da U nicht arithmetisch ist (mit Diagonalargument).

U heit wuniverselle arithmetische Relation.

BeweEis: Idee:  U({e,n),z) — Uk(e,x) mit U} der universellen °-Menge
(vgl. §7 Lemma 3), also

s
Ué(e,x)—>§| y1 Vo . .. g;n 11ﬁ WHx,y1,- -y Yn 1)

Dieser Ansatz fuhrt zu Schwierigkeiten, denn fur jedes n < w wird eine andere r.a.
Relation W™ (e, z,y1,.--,yn 1) benotigt. Ein weiteres Problem ist die Abhangigkeit
der Lange des Praxes von n.

Ubung 1:  Zeige fur alle n < w:
1) Es existiert eine rekursive Funktion A" : IN — IN mit

Wen(xayla"'ayn 1)_> W}}n(e) <xay1a---7yn 1> .

2) Fur alle A IN™ gilt

YU,
Vo, Jus Vs ... Su. 11 Az, v1,.. . 00 1)—
3 . Yv
| 23 40 3 Z 12 Vi)lV’Ug VUZ 21 A T,V1, 2 <'U1> , U3, 4 <Ul,'U3>
2, 4, 6,-.- werden Skolemfunktionen genannt.

Zuruck zum Beweis:
Wir denieren U so, daf urallen <w U (h"(e),n),z — Ul(e,x) erfullt ist,
durch:

U(va) =3 y1Vy2TJys ... VH%Z 11ﬁ W(lz)o <-’E,y1,~--,y(,:)1 1> :

Un 1

n 1 (V1,083,000 2)
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Mit dem rekursiven Operator F(i, )= ( ); aus §10, Lemma 9 a) haben wir dann

wegen 2)

z

U(z,z)—=3 33 Yu _ W({)O G((2)1,z,y1,u, ) mit

Gl )= s (@2 Os(2) @ O @), (W

=w lglw)=n AVi<n i=0A(wo=z V i=1A(wi1=y V
di<i 7#0A 2j=i AN (w);=(w); V 2j+1=iA

Fy (lgly) =5 AVL<j((y) = (Was2) A (w); = Fr(iy, )) ,

wobel Fr(i,y, ) = ( )i(y) ist (vgl. §10, Lemma 9 a)) (G ist damit rekursives
Funktional),
also U € 1 nach §10, Satz 8 ¢) und f), und
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U(z,2)=3  Yu " W, H((2)1,2,u, ) mit
Hnwu, )= o () (Oa (@) 2 (s (@ (w)g) ..o, O (et
)
also =U € 1 nach §10, Satz 8 c).
Damit ist U € 1 gezeigt. O

Zur Charakterisierung der 1-Mengen benotigen wir den Begri der hyperarithmetischen

Menge. Dazu denieren wir erst einmal hyperarithmetische Indizes:

Denition : Wir bezeichnen mit H die kleinste Menge M  IN, die
(0,e) € M fur allee € IN,
e€eM—{ l,e)e M und
W2 M- ( 2e)eM erfullt.
H heit Menge der hyperarithmetischen Indizes.

Diese Denition ist ein weiteres Beispiel f ur die Anwendung einer induktiven
Denition. H ist der kleinste Fixpunkt von mit aus dem Beweis des folgenden

Lemmas. Aufgrund des letzten Kapitels erhalten wir:
Lemma 1: H ist eine 1-Menge.

Bewkls:  Betrachte die induktive Denition :  P(IN)— P (IN) auf IV, deniert durch
( X)={eeN|lglx)=2A ([(x)o=0] V [(z)o=1A(2)1 € X] V [(x)0 =
2AWE, X])).

ze( T )ist Yinzund ,daW( 7T Yinzund ist. Wegen v € H &>z €

1 ist

H induktiv und damit nach § 12, Satz 1 auch 1{. 0

In der folgenden Denition verwenden wir die in  § 10 denierte Normalform W:’r

fur r.a. Relationen.

Denition : Esseienn,r <w. H»" IN"™R " istinduktiv uber e € H deniert
durch:
n,r _ 16"
Higey=We

H<"12> =-H™" und

Hyley = Urews Hy"
HM" heit e-te (n,r-stellige) hyperarithmetische Menge.
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Folgerung 2: Es seien n,r < w.
e€ HAHY (2 ") ist 1ineZ und ~.

BEwegrs:  Ubung 2.

(Hinweis: Deniere {(e,i,z) | e € H A Kynr(Z,7) = i} als 107 fur einen
geeigneten arithmetischen Operator "Dabei bezeichnet K - die charakteristische
Funktion von HM™".) a

Folgerung 3: Furallen,r <wund R IN" R T gilt:

R ist hyperarithmetisch = R ist {.

Brewgis:  Essel R = H»" fur ein ¢ € H. Dann ist ~R = H<"17;> Mit Folgerung 3

erhalten wir R und =R als 1 und damit R als 1. 0

Die Menge der hyperarithmetischen Relationen hat die gleichen Abgeschlossenheitseigenschaften

wie die Menge der arithmetischen Relationen:

Lemma 4: Die Menge der hyperarithmetischen Relationen ist eektiv abgeschlossen
unter -, U, N, Einsetzung von rekursiven Funktionalen und Operatoren und

unter dx und V.

(Unter “eektiv” verstehen wir dabei z.B. f ur den Fall U: Fur alle n,r < w
existiert eine rekursive Funktion J : IN> = IN , 5o da fur allee f € H
J(e, f) € H und H" UH" = H;(Z s erfullt sind. Fur die anderen Falle

siehe Beweis.)

BEweEls:  Es seien n,r < w.
- :  Wabhle die rekursive Funktion J : IN — IN mit J(z) = (1,z). Damit gelten
fur allee € H

J(e) € Hund =H}" = HZ( .

U : Nach dem s-m-n-Theorem existiert eine rekursive FunktionG : IN?> — IV, so
da Wé(y = {y,z} fur alle y,z € IN. Deniere J : IN> = IN durch J(z,y) :=
(2,G(x,y)). J ist somit rekursiv, und es folgen

Jle, f) € Hund H" UH" = Hj’;(:J)

fur alle e, f € H nach Denition der hyperarithmetischen Indizes bzw. Mengen.

N : Folgt wegen AN B = - (-~ AU - B) fur beliebige Relationen A und B.
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FEinsetzung eines rekursiven Funktionalss FEs sei F : N R ™ = IN ein
rekursives Funktional. Dann ist zu zeigen, da eine rekursive Funktion J :IN — IN

existiert mit
J(e) € Hund (&, F(Z,y,”), ") € HIV o (#,y,7) € HI)

fur alle e € IN und (Z,y, ") € IN"*! R . Dies kann analog zum nachsten Fall
durchgefuhrt werden (Ubung).

FEinsetzung eines rekursiven Operators: Essei F : IN®* R "™ — R ein rekursiver

Operator. Dann ist eine rekursive Funktion 7 : IN — IN gesucht mit

J(e) € Hund (& F@& ;" ) e = (@7 ) eyt

fur alle e € IV und (%, ) e N" R "%

Wegen (7,” F(7,7 ) eW. "= (#e" )ew, "
f e IN (8§10, Satz 2 a)), existiert nach dem s-m-n-Theorem (§ 10, Satz 2 b)) eine
rekursive Funktion G : N — N

mit (7, F@& ) e W' s (@7 ) € Wen (G() =55 ,(f.2)
).

, fur ein geeignetes

Es genugt nun, eine rekursive Funktion 7 zu nden, die die folgenden drei Eigenschaften

hat:

) J({0,€)) = (0,G(e)) fur allee € IV,

2) J((L,e)) =(1,T(e)) furallee € H und

3) J((2,e)) = (2,e7(e)) fur alle e € IN mit W!  H. Es ist e7(e) € IN mit
Wl o =1TO) 1 fewl}

Denn betrachte zu einer solchen Funktion 7 die Menge H' aller hyperarithmetischen

Indizes, fur die J die angestrebte Eigenschaft hat, also

H':={ecH|J(e) € Hund (Z,” F(Z,” ))e HM""' = (&, )eHF '}
Es gelten dann:

a) (0,e) € H' fur allee € IN, denn {0,G(e)) € H fur alle e € IV, und wegen
RN N +1 N +1 n,r
('7357 ‘7:(1:7’ )) € Wnr (xaa ) € W?‘(re) = H(O (;L(l))

folgt nach 1) (&7 F@, ))eHg T » (&7 )eHy ) -
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b) e€ H — ( 1,e) € H', denn fur e € H' ist J(e) € H, also (1,J(e)) € H,
und es gilt

87

niCht (f’ 7_‘ f(i:\7 7_» ) ) e Hn7r+1 % niCht (f7 7_‘ ) e Hn7r+1

(LJ(e) *

€ J(e)
und daher @7 F@E7 )M 5 (&7 ) enHy = HYR
also nach 2) (&, F&, ))e H<"17:>r1 - (&, )€ H;&Tin :

c) Wl H'—=( 2e) € H, dennfur W!' H'ist J(f) € H fur alle f € W],
also W! H und damit (2,e7(e)) € H, und es gilt

g (e)

(fn—‘ ‘7:('7?73_‘ )) € U H}17T+1_> (fa;\ )E U H"J“f‘l

J(f)
few? fewl
und daher , F(@," ))e H<"2731 = (@) )¢ H&’;?(e» ’
also nach 3) &, F(@,," ))e H?gjl - (& )€ H?(@i)) :

H ist nach Denition die kleinste Menge mit den Eigenschaften
a), b) und c). Wegen H'  H erhalten wir also H' = H. Damit ist gezeigt, da es
genugt, eine rekursive Funktion J mit den Eigenschaften 1),2) und 3) zu nden. Um
die Existenz einer solchen rekursiven Funktion 7 zu zeigen, gehen wir genauso vor
wie beim Nachweis, da die Ackermann-Funktion rekursiv ist (vgl. die Anwendung,
die unmittelbar auf §4, Satz 5 folgt):

Betrachte ¢! (z) fur variables z € IN. Deniere mit partiell rekursiver Fallunterscheidung

F(m z) <07G(y)>7 T = <an>
o (Lol), o=(ly)
(

mit H : IN* — IN rekursiv, so da Wy, ) = {pi(z) | 2 € Wy} = {u € IV |
Jz(x € Wy Au~ ¢l(z))} (s-m-n-Theorem). F ist also eine partiell rekursive
Funktion und damit ist F' = gpfl fur ein geeignetes g € IV. Nach dem s-m-n-Theorem
existiert eine rekursive Funktion h : IN — IN mit F(x,z) ~ @}l(z) () (h(z) =
53(g,2)). Der Rekursionssatz liefert dann ein f € IN mit ¢}, ;) = ¢}; wir erhalten



88

REKURSIONSTHEORIE

0 wenn lg(z) 2 V (x)o ¢ {0,1,2}
1 0.Gw) . wennw = (0,9)
@f(m) = 1
(L, 03(y) , wenn « = (1, y)
(2, H(y, )) , wenn x = (2,y).

Durch Induktion uber z folgt ¢}(z) | fur alle z € IV (beachte: z = (1,y) impliziert
y < ). ga} ist also total und daher rekursiv. J := cp} ist somit eine Funktion mit

den gewunschten Eigenschaften.

Jz :  Es ist zu zeigen, da eine rekursive Funktion J : IN — IN existiert, so da

n+1,r n,r (= -
Elee (maya )_> Hj(e)( )

furallee € H und (Z, 7) € IN"R 7 erfullt ist. Wir gehen nach dem gleichen Prinzip
wie im vorigen Fall vor, um die Existenz einer rekursiven Funktion J N2 5 IN
mit
n+1,r - n,r - -

He (x7y7 )_> HJ(@ ./If)( )
fur alle e € IN und (7, 7) € IN™ R " zu zeigen.
Dann erhalten wir JzH" (2,7, ) = Ve H j )(y, 7). Nach dem s-m-n-
Theorem gibt es nun eine rekursive Funktion F : IN — IN mit W}(e) ={J(e,7) |

r€INY={z€ IN |3z J(e,x) = z}. Wir erhalten also

JeH T (2,7, 7) = \/ Hnr( = Hipen, 7))
FEWz ()

Die rekursive Funktion J : IN — IN mit J(z) := (2,F(z)) erfullt dann die

gewunschte Aquivalenz.

Die Existenz von J kann mit der Methode aus dem vorigen Fall nachgewiesen

werden (Ubung). Dabei ist zu beachten, da neben e auch x Argument ist, J also die

folgenden Eigenschaften haben mu:
1) J({0,e),z) = (0,G(e,x)) furein G : IN?> — IN rekursiv mit W7 (z, 7, 7) —
Wg(z :1:) (g _»)a

2) J((1,e),x) = (1,T(e,z)) und
3) T((2,e),2) = (2,ez7(e,2))  mit W (ex)—{j(f,ﬂfGWel}.

Vr : Folgt wegen Yz A = -3z — A fur eine beliebige Relation A. O
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Folgerung 5:  Alle arithmetischen Relationen sind hyperarithmetisch.

BEWEIS:  Die Menge der arithmetischen Relationen ist die kleinste Menge, die

alle 9- und alle {-Relationen enthalt und abgeschlossen ist unter 3z und Vz.

Die Menge der hyperarithmetischen Relationen enthalt aber nach Denition alle
0- und 9-Relationen und ist nach dem letzten Lemma auch unter 3z und Vz

abgeschlossen. 0
Wichtig fur den Ubergang zu anderen Stelligkeiten ist:

Lemma 6: Es seien n,r < w.
a) Es existiert eine rekursive Funktion J : IN — IN mit
J(e) € H und H;f) =IN HM furalleec H.
b) Es existiert eine rekursive Funktion J : IN — IN mit
J(e) € H und H}(:)_l =HM R furallee€ H.
Bewels:  Nach dem gleichen Prinzip wie der Beweis von Lemma 4 (Einsetzung

eines rekursiven Operators) (Ubung). 0

Beispiele hyperarithmetischer Relationen mussen wegen Folgerung 3 aus 1 sein.

Am Anfang dieses Kapitels haben wir eine  1-Relation kennengelernt. Fur sie kann
gezeigt werden:

Ubung 3:  Die universelle arithmetische Relation U ist hyperarithmetisch.

In §11, Lemma 4 haben wir gesehen, da 7 fur alle < w { aus | ist. Diese
T ’s sind weitere Beispiele hyperarithmetischer Mengen. Das folgende Lemma zeigt
dies nur fur Nachfolgerordinalzahlen. Es ist auch wesentlicher Beweisschritt fur die

Charakterisierung der 1-Mengen unten (Folgerung 9).

Lemma 7: Furalle <w §{ ist T 41 hyperarithmetisch.
(Nach Folgerung 9 unten ist auch T hyperarithmetisch.)

BEWEIS: Essei <w §.

Fall = 1:Dannist 74, = Ty arithmetisch wegen € To—V x (x) #0, also
hyperarithmetisch nach Folgerung 5.

Fall 0: Dann existiert ein rekursiver, fundierter Baum 7' mit | T |= (vgl. §11),
also0eT.

Wir betrachten die in §11 denierte Abbildung rg + : 7 — On. Wegen 0 € T" und
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nach §11, Ubung 1 haben wir rg,(0) =| To |=| T |= .

Wir zeigen, da eine rekursive Funktion 7 : IN — IN existiert, sodaf uralle s € T
J(s) € H und HY () = Try,(s)11 erfullt sind.

Dann folgt T 41 = Trg,(0)+1 = H%(lo), also T 41 hyperarithmetisch.

Zum Nachweis der Existenz von J betrachten wir die folgenden Aquivalenzen fur
seT (%):

€ Trgp(s)+1—  “T" Baum” A [T | 1gp(s)
= ‘T Baum” AVi((i) €T —|Ty |< rgp(s))
—  “T Baum” AVi((@)eT —3j(s"(G)eTA | Ty | rgr(s7(5))))
—  “T Baum” AVi(()eT —3j(s"()eT A Kt € Trgr(sn(j)+1 ))

Es genugt nun, eine rekursive Funktion J : IN — IN zu nden, so da gilt ( **):

J(s) € H und er;(lsﬁ “T Baum” AVi({(i)eT —>EIj(s”(j)€T/\KT<i>€H%

fur alle s € T..
Denn fur eine solche Funktion 7 folgt durch Induktion uber rg,(s):
01 _
HJ(S) = Trgp(s)+1 fur alle s € T'.
Dazu sei s € T mit rgr(s) = 0. Dann folgt nach Denition von rg s (i) € T fur

allei € IN. In der Aquivalenz aus (%*) ist somit 35 (s7(j) € T A Kr, € H%(lsﬁm) )
nie erfullt, also gilt (i) ¢ T fur alle i € IN. D.h. HY' = { ER|T €

J(s) —
0.0} }=".
Es sei nun s € T mit rgp(s) = , und fur alle t € T mit rgp(t) <  gelte
H%(lt) = Tegr(t)+1-
Aus (%*) erhalten wir dann nach Induktionsvoraussetzung

€Hyy— T Baum’AVi(()) €T —3j(s"(j) € TAKr, € Trg,(sn(ia1))s
1

und mit (%) folgt € H%(s) — € Teg,(s)+1-

Es bleibt noch zu zeigen, da eine rekursive Funktion J : IN — IN mit (xx) existiert.
Wir nutzen dazu den Rekursionssatz aus und betrachten ¢!(z) fur variables z €
IN. Beachte, da  F(i, ) := Ky, ein rekursiver Operator ist, denn Fi, )(t) =
u ([u=0A Eins®1((i)7t, ) =0] V u = 1) ist rekursiv in i,¢ und , da (i)™t
rekursiv in ¢ und ¢ ist (vgl. §11).

1
(s7(3))

)
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Nach Lemmata 6 und 4 existieren rekursive Funktionen /; bzw. [J, die fur alle
ee H
Ji(e), Jo(e) € H und die folgenden Aquivalenzen erfullen:

F(i, Ye H' - (i,F(@, ))eIN H>'

— (i, F(, ))eH;j(e)

- (i, )GH;;(JM))

Fur die rekursive Funktion J(f) := Jo( J1(f)) sind somit J(e) € H und Kr, €

Hg,l - (i, )€ Hg(le) fur alle e € H erfullt.
Weiter existiert nach dem s-m-n-Theorem eine rekursive Funktion J' : IN — IN
mit

Whie = AT(@E™D)) | J € N mit s7(j) € T} = {u € IV | 3j(s"() €
T Auw=T(el(s"())}-

Es seien f,g € H mit H?’l ={ €R|T Baum } (“T Baum”ist ¢ (vgl. Beweis
von §11, Lemma 1)) und Hp' = {(i, )€ IN R|  ((i)) # 0}.

Wir erhalten dann, ausgehend von (xx) mit J ersetzt durch ¢!, die folgenden

Aquivalenzen:
“T Baum” AVi((i))eT —3j(s"(j)e€T A Ky, € Hgf(snm ))
- €HMAVI( (()#0VI(sS"G)eT A, )e H%%(sn(jm))
- E€HP AVI(G, YeHY VG, )e |J HYY
uer},,(m)
- €HP AVI((G, )€ HY'UHG L))

Mit Lemma 4 sieht man, da eine rekursive Funktion G : IN? — IN existiert, so
da

G(s,z) €H und € HP'AVi((, )€ Hp'UHG 1, 00) = € HEL,
fur alle (s, z) € IN? mit (2, J'(s,z)) € H erfullt sind (Ubung).

Nach dem s-m-n-Theorem existiert eine rekursive Funktion r : IN — IN mit
¢r(2)(8) = G(s,2), und der Rekursionssatz liefert ein k € IN mit ¢} = ¢,
also ¢}.(s) = G(s, k).

Damit ist ¢}, total, und fur alle s € IN mit (2, 7'(s,k)) € H haben wir:

¢i(s) € Hund “T Baum” AVi((i) €T — 3j(s"(j) € TNKr, € Hg;{l(sﬁ(j)) )) —

0,1
€ H
Pr

(s)"
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Durch Induktion uber rg,(s) zeigen wir noch: (2,7 (s, k)) € H fur alle s € T..
Esseis € T mit rgy(s) = 0. Dann ist fur alles € IN s (i) € T und damit W} (sk) =
0  H.Esfolgt (2,7 (s, k)) € H nach Denition der hyperarithmetischen Indizes.
Esseis € Tmitrg,(s) = ,undfurallet € T mit rg:(t) < gelte (2,7'(t,k)) € H.
Dann folgt fur alle j € IN mit s"(j) € T nach Induktionsvoraussetzung und
Eigenschaft von ¢} ¢L(s"(j)) € H, also auch J(¢L(s"(j))) € H und somit
(2,7'(s,k)) € H.

Damit ist J := ¢}, eine rekursive Funktion mit (). 0

Mit Hilfe von Lemma 7 lat sich der folgende Trennungssatz f ur i-Relationen
beweisen. Als Folgerung daraus erhalten wir dann die Charakterisierung der -

Mengen.

Satz 8: Disjunkte 1-Relationen lassen sich hyperarithmetisch trennen.

BEWEIs: Es seien A, B € 1. Im Beweis von Satz 6 in §11 hatten wir gesehen,
da es einen rekursiven Operator F und ein < w § gibt, so da C := {(Z, 7) |
F(#,7) € T } die Mengen A und B trennt. Dabei kann  als Nachfolgerordinalzahl,
also = +1mit <w {, gewahlt werden (siehe Beweis von §11, Satz 6). Dann

ist C' nach Lemma 7 hyperarithmetisch. 0

Folgerung 9: Furallen,r <wund A IN" R 7 gilt:
A ist hyperarithmetisch <= A € 1.

BEwEIs:  Wegen Folgerung 3 ist nur noch eine Richtung zu zeigen.

Es sei A eine 1-Relation. Dann sind A und — A disjunkte 1-Relationen. Nach
Satz 7 existiert also eine hyperarithmetische Relation H mit A Hund-A - H,
also A H A O
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Errata in der 1. Auage

Niemand ist ohne Fehler — nicht einmal das Rekursionstheorie-Skript.

Die zweite Auage (1987) ist durchgesehen und verbessert sowie um ein Schlagwortregister
und einen Index der verwendeten Notationen erweitert worden.

Dies ist eine Liste der sachlichen Verbesserungen, die gegenuber der ersten Auage

notig waren.

Seite 1 bis 89 (31. Marz 1987)

Ubungen umnumeriert.

Seite 6, Zeile 6 (31. Marz 1987)
Im Fall (I > 0) mu es statt “ W,,” heien “ Wa; fur ein W”.

Seite 9, Zeile 3 (31. Marz 1987)
Statt “(Wo,... ,Wgr,...,Wg 1)” mu es heien “( Wy,... , W,,... ,Wg 1)”.

Seite 10, Zeile 7 (31. Marz 1987)

Statt “B;” mu es “ B? heien.

Seite 10, die letzten 5 Zeilen (31. Marz 1987)

Statt “0” mu es jeweils “0” heien.

Seite 13, Zeile 7 (1. April 1987)

Statt “durch Einsetzen von C) in I§” mu es heien “durch Einsetzen von I} in

0
co”.

Seite 14, Zeile 18 (1. April 1987)
Statt “Kp ... Kg” mues heien © Kp Kqg”.
Seite 14, Zeilen 4 und 2 von unten (1. April 1987)

Statt “=Py(%), ..., Pp(Z¥)” mu es heien “ =P (%),...,P,(%)”.

Seite 15, Zeilen 4 f. (1. April 1987)

Statt “—Pp(Z)” mu es jeweils heien “ —P;(Z)”.

Seite 15, Zeile 10 (1. April 1987)
Statt “K_o(KRg(T,2) A Kp(Z,2))” mu es heien “ K_o(Kgr(F,2) + Kp(F,2))”.
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Seite 17, Zeile 4 (1. April 1987)

Statt “g(2,0,0)” mu es heien “ g¢((Z),0,0)”.

Seite 18, Zeile 2 (1. April 1987)

Statt “ ‘W, € A;’” mu es helen “* W, € A, wobei A = {a1,... ,ar}”.

Seite 14 f. (1. April 1987)

Die in Lemma 9 erwahnte Funktion mu statt “ N” “Na” heien.

Seite 18, Zeilen 13 f. (1. April 1987)

Zum Beweis werden drei Hilfsfunktionen benotigt: Ers(s,,y) bleibt unverandert;
neu deniert wird

D(s,i) :== {xo,--- ,%n 1,0), wenn s = (To,... ,Tpn 1)-

Dadurch vereinfacht sich die Denition von F(s,) entsprechend.

Seite 19, Zeile 2 (1. April 1987)
Statt “(r,e1,...,er)” mu es heien “( r,co,...,¢)".
Seite 19, Zeile 10 von unten (1. April 1987)

Statt “Gp(t+1,Z) = F(g(t,%),0)” mu es heien “ G,(t+1,%) = D(g(t, %), 0)”.

Seite 22, Zeile 3 (1. April 1987)
Statt “y (g(z1,...,2,) =0” mu es heien ¢ y (g(x1,...,2,,y) = 0.

Seite 22, Zeile 10 von unten (1. April 1987)
Statt “@em(e,y1,... ym)(T15- -+ ,T5)” mu es heien Sogm(e,yl,... 7ym)(x1, ceyxp)”.
Seite 22, Zeile 3 von unten (1. April 1987)
Statt “vim . 7 (£)” mu es heien “ P (e.4) (z)”.

Seite 23, Zeile 1 (1. April 1987)
Statt “(bo,...,b,)” mu es heien “ ("bg ..., b, ).

Seite 23, Zeile 2 (1. April 1987)

Die linke Gleichung “M' = ((n+1,1),... ,(n+1, 1),bg,...,by)” wird erganzt zu
“M'=((n+1,1),...,(n+1,1),bg,... ,bx)".

~ /
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Seite 23, Zeile 2 (1. April 1987)

Statt “(n+1,1),...,(n + 1, 1),59, ... ,by)” mu die rechte Gleichung heien:
“Mn+1,1),...,(n+1,1),bg,... ,bn)” heien.

Seite 23, Zeile 4 (1. April 1987)

Statt “(r,l)” mu es jeweils heien “( r,1)”.

Seite 23, Zeile 6 (1. April 1987)
Statt “b; = (r,co,...,¢n) = bi = (r,co+y,... ,cn +y)” mu es heien “ b; =
(rycoy... o) = b= (r,co+y,...,cL +y).

Seite 23, Zeile 9 (1. April 1987)
Statt “p§b+$)2” mu es heien “ pl()b+y)2”.

Seite 23, Zeile 12 (1. April 1987)
Statt “pg(f;_y)+<m+1’1>)2” mu es heien “ pggf;y)+<n+1’l>)2”.

Seite 25, Zeile 19 (1. April 1987)
Statt “@p(z)(n,z,y)” mu es heien “ cpi(z)(n,:c,y)”.

Seite 26, Zeile 11 (1. April 1987)
Statt “p?Z (z,z)” mu es heien ¢ @2 (x,2)”.

Seite 29, Zeilen 17 f. (1. April 1987)
Statt “z” mu es jeweils “ Z” heien.

Seite 29, Zeile 10 (13. Februar 1987)

“K 4 = o partiell rekursiv” wird erganzt zu “K 4 = @ partiell rekursiv und total”.

Seite 30, Zeile 12 von unten (13. Februar 1987)

Statt “A,B€ IN" mues “ A,B IN™” heien.

Seite 30, Zeile 11 von unten (13. Februar 1987)

“A A B B, A UB = AUDB” wird erganzt zu “A A, B B, A N
B =0,A UB = AU B”, auch wenn das redundant ist.

Seite 31, Zeile 5 (2. April 1987)

Zur Erlauterung wird eingefugt “(A U B bezeichnet die disjunkte Vereinigung
von A und B .)”.
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Seite 34, Zeile 19

(2. April 1987)

Statt “f((gf)"(a)” mu es heien “ f(gf)"(a)”.

Seite 35, Zeile 12

(2. April 1987)

Erganze “Lemma 1b” zu “§ 5, Lemma 1b”.

Seite 35, Zeile 8 von unten

(2. April 1987)

Statt “A = f 1(B)” mu es heien “ A= f

'[B].

Seite 36, Zeile 7

(2. April 1987)

Statt “h '(A;)” mu es heien “ h '[A].

Seite 36, Zeilen 17, 16 und 12 von unten

(2. April 1987)

Statt “W2(y,z, )" bzw. “WZ2(y, p(h(x)),x)” mu es jeweils heien

Wiy, z,2)” bzw. Wiy, o(h(z)), )"

Seite 36, Zeile 15 von unten

(2. April 1987)

Statt “p(s(f))” mu es heien “ @}s(f)”.

Seite 36, Zeile 4 von unten

(2. April 1987)

Erganze “(Vergleiche § 3, Ubung 1.)”. (Das ist Ubung 5 in der alten Numerierung.)

Seite 37, Zeile 4

(2. April 1987)

Statt “f '(D,)” mu es heien “ f [D]”.

Seite 38, Zeilen 19 bis 23

(11. Februar 1987)

Statt “rg” mu es jeweils “rng” heien.

Seite 43, Zeilen 13, 19 und 24

(2. April 1987)

Statt “f(x)” mu es jeweils “ f(£)” heien.

Seite 47, Zeile 7 von unten

(2. April 1987)

Statt “h((g)1)” mu es “ h((g)2)” heien.

Seite 48, Zeilen 18 f.

(2. April 1987)

Statt -

“o [T (e, h((9)1), (9), T, (9)2)A(9)o =
5. DT 8

“o [T (e, h((9),
o (g T"(e, h((g),

~—
—~
)
~—
o
\.&l
—~
=)
~—
—
~—

>
—
=)
~—
(==}

Il

~—
\.&l
)
~—
~—
(=}
12
3
o

12

1
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Seite 48, Zeile 22

(2. April 1987)

Statt “@? T [h](z1, ... T, Y1s--- ,Yn)” mues heien “

OB (T1y e Ty YLy - -

Seite 49, Zeile 9

(2. April 1987)

Erganze “Analog W2[A] := WK 4].”.

Seite 52, Zeile 3 von unten

(3. April 1987)

Statt “A = W.[A]” mues “ A= W,[A]” heien.

Seite 58, Zeile 3

(17. Februar 1987)

Statt “TW,.[C](z) ist eine in ' ...” mu es heien ¢ W.[C](z) ist eine in C'...".

Seite 58, Zeile 2 von unten

(17. Februar 1987)

Statt “z ¢ W.[b;]” mu es heien ¢ z ¢ Wo[b; 1]”.

Seite 60, Zeile 16

(17. Februar 1987)

Statt “z ¢ W.[b;]” mu es heien ¢ z ¢ W.[b; 1]”.

Seite 63, Zeile 22

(17. Februar 1987)

Statt “H(F1(%,7),..., Fr(Z, 7))” mu es heien “ H(F(Z,7),..., Fp(Z,7), ).

Seite 64, Zeile 2 von unten

(3. April 1987)

Statt “ngr(yl7...7ym)(m1, e Twy 15---5 )" mu der Ausdruck auf der rechten

TN, T

Seite heien: “« W

”
§m,(67y1,---,ym)(x1"" sy Ly Lyeesy T) .

Seite 67, Zeilen 19, 17 und 2 von unten

(3. April 1987)

« 0 » : : «“ 1» H
Statt “ 7.7 mu es jeweils m heien.

Seite 67, Zeile 10 von unten

(3. April 1987)

Am Ende der Zeile fehlt ein “(x)”.

Seite 67, Zeilen 10 und 6 von unten

(3. April 1987)

« 1» : : 13 1 2 H
Statt “ 7 mu es jeweils ma1 heien.

Seite 68, Zeile 6 von unten

(3. April 1987)

Statt “ 9”7 mues “ 9. ,” heien.

Seite 71, Zeile 10

(11. Februar 1987)

Statt “Die obere Eigenschaft ist 1” mu es heien: “Die obere Eigenschaft ist

07
1 -
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Seite 71 f. (6. April 1987)

Die Denition des Rangs und die Anmerkung zur Erlaubtheit werden gestrichen
und durch das folgende ersetzt:
“Es sei T ein fundierter Baum. Dann lat sich eine Rang-Funktion rg; denieren,
die jedem s € T eine Ordinalzahl wie folgt zuordnet:

rgr(s) ist 0, wenn s ein “Blatt” des Baumes 7T ist, und sonst die kleinste
Ordinalzahl, die groer ist als die R ange aller Nachfolger von s.

Diese Denition ist nur f ur fundierte Baume sinnvoll, da sonst ein unendlicher
Regre in der Denition eintritt. Der = Rang eines Baumes ist dann gleich dem
hochsten Rang eines seiner Elemente, namlich rg,(0).

Formal:
Denition : a) Fur fundierte Baume T ist der T-Rang eine Funktion
rgp T — On
0 , wenn Vi s (i) ¢ T
min{y | Vi € INy > rgp(s"(i))} , sonst.
b) Fur alle Baume T wird der Rang von T deniert als

rgr(0) , wenn T fundiert und nichtleer

|T| = 1 , wenn T leer
w1, wenn T nicht fundiert und nichtleer.
¢) Fur Funktionen denieren wir entsprechend | |:=|T |.”
Seite 72, Zeile 5 von unten (6. April 1987)

Ubung 26 (in der alten Numerierung) von §12 (Seite 79) wird hinter die Bemerkungen
eingefugt.

Seite 71, Zeile 15 von unten (11. Februar 1987)
Statt “R(Z,3,t) «+» JIR"(Z,35,t,1)” mu es heien: “ R'(Z,5,t) + 3R"(Z,35,t,1)”.
Seite 77, Zeilen 8, 10 und 12 (17. Februar 1987)
In Korollar 8 mu es statt “ 2”7 jeweils heien « 17,

Seite 77, Zeile 11 (17. Februar 1987)

Statt “S(, )” mu es heien “ S(, )”.

Seite 79, Zeile 12 (6. April 1987)

Statt “T\;) :=T 7 heit es besser “ T, := {z] (x)=0} (=T )"

Seite 79, Zeilen 19 bis 24 (6. April 1987)
Die Denition des Rangs und die Ubung werden hier gestrichen. (Vgl. §11)

Seite 83, Zeile 6 von unten (6. Marz 1987)

Statt “{(e,i) |e€ H AN Kynr(Z,”) =i} als 10 %77 mu es heien
“Yeyiyo) | e € H A Kynr(Z,7) =4} als IU 7.




