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Grundlagen der Mengenlehre

DE MORGANsche Gesetze:
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Absorbtionsgesetze (Ab):
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Indizierte Mengen:  { } IiiB ∈  sei indizierte Menge.
Dann gilt:
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Potenzmengen:
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Boolsche Algebra: allg.: M = ( ),,,,, ′⊗⊕ηνM (ν…Nullelement; η…Einselement)
spez.: M = ( ),,,10, ′⊗⊕,M

Bedingungen:

I. ( ) ( ) ( ) ( )⊗⊕⊗⊕ AAKK ,,, II. ( ) ( ) ( ) ( )⊕⊗⊗⊕⊕⊗⊗⊕ ,,,,,,, AbAbDD
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Geordnete Paare und kartesisches Produkt (Kreuzprodukt):
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Relationen und Funktionen

( ) BARRyxxRy ×⊆∈→ ,,
Relation auf A: AAR ×⊆

Beispiel: { }cbaA ,,=

R ist reflexiv: AxxRx ∈∀, ( ) ( ) ( ){ }ccbbaaR ,,,,,=
irreflexif: AxxRx ∈∀, ( ) ( ){ }cabaR ,,,=
symmetrisch: AyxyRxxRy ∈∀⇒ ,, ( ) ( ) ( ) ( ){ }accaabbaR ,,,,,,,=
antisymmetrisch: AyxyxyRxxRy ∈∀=⇒∧ ,, ( ) ( ) ( ){ }bbacbaR ,,,,,=
transitiv: xRzyRzxRy ⇒∧ ( ) ( ) ( ){ }cacbbaR ,,,,,=

Spezielle Relationen ( )AAR ×⊆ :

Ordnungsrelation: R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
Totalordnung: Ordnung und ( )( )yRxxRyAyx ∨∈∀ ,
Äquivalenzrelation:R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Partition Π von M: (Zerlegung von M in Blöcke)
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Äquivalenzklassen: [ ] { } MmxRmMxm R ∈∈= für  ,:

[ ]{ }MmmRM R ∈=:  … Menge aller Äquivalenzklassen
Ist R eine Äquivalenzrelation auf M, so ist M/R eine Partition von M.

Beispiel: { }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

[ ] { } [ ] { } [ ] { }3,13  ,22  ,3,11
relationÄquivalenz eineist  1,3,3,3,2,2,3,1,1,1

3,2,1
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Funktionen ( )BAf →: :
surjektiv: ( ) ,BAf =  d.h. es werden alle Elemente von B als Funktionswerte getroffen.
injektiv: alle Elemente von B werden als Funktionswert maximal einmal getroffen.
bijektiv: surjektiv und injektiv.

Zusammengesetzte und inverse Funktionen ( )hgf  , , :
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Abbildung Xid : ( )
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Folgerung
(f ist bijektiv): hgfhfg
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Kardinalzahlen

( )
bijektiv. 

.auch    und Mengen der  Elementeder  Anzahl   ,
:

fBA

B#A,#BABA
BAf

⇔=

→

Äquipotenz: BABA =⇔≈

≈ ist eine Äquivalenzrelation.

{ }( )1,,2,1,0:N −= nn K

A heißt endlich: ( )nAAn n =≈∈∃ :FormalN|N
unendlich: endlichnicht ist  A
abzählbar ∞: ( )N:FormalN =≈ AA

überabzählbar ∞: Nund ≠∞= AA

Satz von Cantor:

Für die Potenzmenge ( )AP  einer Menge A gilt stehts:

( ) ( )( ) K<<< AAA PPP
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Logik

{ }1,0Variablen, Boolscheseien   , =Uyx

xx
yxxy

¬=
∧=

:
:

Entspricht (RO)
yxyx ∨=⇒ : ( )nImplikatioyx →

yxxyyx ∨=⇔ : ( )Äquivalenz~ yx
yxyxyx ∨=:XOR ( )Antivalenz~~ yxyx =/

¬ bindet stärker als ∧, ∨, ⇒, ⇔
∧, ∨ bindet stärker als ⇒, ⇔
∧ bindet stärker als ∨

( ) ( )nn xxqxxp KK 11  und sind n-stellige Boolsche Ausdrücke:

p heißt Tautologie: ( ) ( ) n
nn Uxxxxp ∈∀= KK 11 ,1

Widerspruchsvoll: ( ) ( ) n
nn Uxxxxp ∈∀= KK 11 ,0

Logisch äquivalent: ( ) ( ) ( ) n
nnn Uxxxxqxxp ∈∀= KKK 111 ,

Schreibweise: p ≡ q
p ≡ q, genau dann wenn p ⇔ q Tautologie ist.
≡ ist auf der Menge der Bool. Ausdrücke (An) eine Äquivalenzrelation.

( ) nV
n VA 222| ===≡ P

Absoptionsgesetze: ( ) ppqppqpp ≡∨≡∨ ,
Distributivgesetze: ( ) ( ) ( ) ( )( )rpqpqrpprpqrqp ∨∨≡∨∨≡∨ ,

DE MORGAN Gesetze: qpqpqppq ≡∨∨≡ ,

Literale: ( )Variable Boolsche, und nAxxx ∈
Atom: ( ) ( ) ( ) ( ) Literale sind ,22111 innn pxpxpxpxxp ∧∧= KK

DNF: ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) Atome sind ,11
1

1
i

n
n

nn pxxpxxpxxq KKKK ∨∨=

Folgerungen:

∆ und Σ seien Aussagenmengen
Ded(Σ) ist die Menge aller Folgerungen aus Σ.

( ) ( )Σ⊆∆⇒Σ⊆∆ DedDed

Außerdem gilt:   ( )( ) ( ) ∆⊇∆=∆ DedDedDed

Beispiel:

{ }rqp ,,=Σ

x1 x2 p q r Σ f
0 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

f ist eine mögliche Folgerung von Σ.
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Mathematisches Beweisen (siehe auch Skript 5.5)

Regel des modus ponens

{ } 2211 |, SSSS =⇒ „Ist S1 ⇒ S2 wahr, so folgt aus der Wahrheit von S1 die Wahrheit von S2.“

Direkter Beweis

Um die Wahrheit von S2 zu beweisen, genügt es die Gültigkeit von S1 und S1 ⇒ S2 zu zeigen.

Indirekter Beweis

{ } .|PQP,gilt  Damit   . QPQQP =⇒⇒≡⇒  Die Gültigkeit von Q folgt damit aus der Gültigkeit von
P und .PQ ⇒

Verkettete Beweise

Kettenbeweis

P1, P2, …, Pn sei eine Folge von Aussagen. Dann gilt { } inn PPPPPPPP =⇒⇒⇒ − |,,,, 132211 K

für i = 1, 2, …

Ringbeweis

P1, P2, …, Pn seien Aussagen; wahr seien Pi ⇒ Pi+1 für i = 1, …, n – 1 sowie Pn ⇒ P1. Dann gilt:

(I). Ist Pi wahr für ein { },1 ni K∈  so sind alle Aussagen wahr;
(II). Alle Aussagen sind logisch äquivalent.


