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Grundlagen der Mengenlehre

DE MORGANsche Gesetze: Absorbtionsgesetze (Ab):
A—(BuUC)=(A-B)n(4-C) AU(ANB)=4
A-(BNC)=(A-B)u(B-0) ANn(AUB)=4

(AUB) =ANB

(ANB)Y=A4A"UB'

Indizierte Mengen: {B,. }ie , sei indizierte Menge. Potenzmengen:
Dann gilt:
4-N8 =(4-B) @.4;c V(4)
iel iel AcB & ZJ(A) c ﬂ(B)
4-JB =((4-B) (AU P(B) P(4UB

iel iel

o) -us

iel iel

)
P(4)~P(B)= (4 B)

'

)

iel iel

Boolsche Algebra: allg.: M= (M Vv, n,@,@,') (v...Nullelement; 7...Einselement)
spez.. M=(M,01,8,®,)

Bedingungen:
L K®)K(®)A4®)4®) I D(®,®)D(®,®),4b(®,®), 4b(®,®)
IlI. VaeM: a®0=a IV. VaeM: a®a =1
a®l=1 a®a' =0
a®0=0
a®l=1

Geordnete Paare und kartesisches Produkt (Kreuzprodukt):

(a,0) = {{a}.{a,b}} (AUB)xC =(4xC)N(BxC)
(AmB)xC:(AxC)U(BxC)
(a.b.¢)=(a.(b,c)) (4-B)xC =(4xC)-(BxC)

(AxB=BxA) <= (4=B), fir4,B#

B~ fasc) @) b.c)6.0) 4B, < H4xB) fir 4, < 4)n 5, < 2)
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Relationen und Funktionen

XRy — (x,y)e R,Rc AxB
Relation auf 4: Rc Ax A4

R ist reflexiv: XRx,Vx e A R= {(a,a), (b,b), (c,c)}
irreflexif: xRx,Vx € A R={(a,b),(a,c)}
symmetrisch: XRy = yRx,Vx,y € A R= {(a,b), (b,a), (a,c), (c,a)}
antisymmetrisch: xRy A yRx = x = y,Vx,y € 4 R= {(a,b), (c,a), (b,b)}
transitiv: XRy A yRz = xRz R= {(a,b), (b,c), (a,c)}

Spezielle Relationen (R c Ax A):

Ordnungsrelation: R ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
Totalordnung: Ordnung und (Vx, ye A)(ny v ny)

Aquivalenzrelation:R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Partition IT von M: (Zerlegung von M in Blocke)
I1= {A,. }ie ; von nichtleeren Teilmengen von M mit den Eigenschaften :

U A =M (keine ,,Liicken zwischen den Teilmengen)
iel
A4, N A, =D, fallsi = j
Aquivalenzklassen: [m]R = {x eM |me}, firmeM
M/R:= {[m]R|m eM } ... Menge aller Aquivalenzklassen

Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so ist M/R eine Partition von M.

Beispiel: M ={1,2,3}
R={{11)0.3).2
113} 2] =

) (3.3), (3 1)}ist eine Aquivalenzrelation

i, ) B, = 13

Funktionen (f A B) :

surjektiv: f (A) = B, d.h. es werden alle Elemente von B als Funktionswerte getroffen.
injektiv: alle Elemente von B werden als Funktionswert maximal einmal getroffen.
bijektiv: surjektiv und injektiv.

Zusammengesetzte und inverse Funktionen ( /.8 h):
2o f(x)=g(f(x))
(g./)ohlx)=g(/(n(x)))

inverse [~ f:A—>B (1 ist bijektiv)
f1:B>4
fof':B>B (BL)A—f%B)

for @)= s ()=x
Identische id,mA— 4
Abbildung id, : f:A—>B (1 ist bijektiv)

foft=id,

idyo f=f=/feid,
Folgerung fog=foh=>g=h f:A4—> B,g:B—C; f,gbijektiv

(fist bijektiv): gof=hof=g=h (gOf)fl = flog™
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Kardinalzahlen

f:4->B
|A|, |B| Anzahl der Elemente der Mengen 4 und B (auch #4, #B)
|4 =|B| < f bijektiv.

Aquipotenz: A~B <4 =|B|

~ ist eine Aquivalenzrelation.

(N, ={0,1,2,...,n—1})

A heif}t endlich: JneN|4=N, (Formal: |A| = n)
unendlich: Aist nicht endlich
abziihlbar oo: A~N  (Formal: [4]=|N|)

iiberabziihlbar o: |4 =0 und |4 = |N|
Satz von Cantor:

Fiir die Potenzmenge ZJ(A) einer Menge 4 gilt stehts:

4] < [p(a) < [p@(4))<...

Seite 3
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Logik
x, y seien Boolsche Variablen, U = {0, 1}
XY:=XAY
X =—x
Entspricht (RO)
X=>y=XVYy x>y (Implikation)
XSy =xpvEy x ~ y (Aquivalenz)

xXOR y=xyvXxy Xxty=x~y (Antivalenz)

—  bindet stirker als A, v, =, <
A, Vv bindet stirker als =, <
A bindet stirker als v

p(x1 c X, ) und q(x1 c X, ) sind n-stellige Boolsche Ausdriicke:

p heiflit Tautologie: p(xl c X, )

n

1LV(x,...x,)eU"
0, V(xl...x )e

n

Widerspruchsvoll: p(x1 . .xn) =

Logisch dquivalent:  p(x,...x,)=q(x,...x, ), V(x,...x,) e U"

Schreibweise: p = ¢

P = ¢, genau dann wenn p < g Tautologie ist.

n
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= ist auf der Menge der Bool. Ausdriicke (4,,) eine Aquivalenzrelation.

4= ) =2 =2

Absoptionsgesetze: p(p v q)z P> PVDPG=Dp

Distributivgesetze: p(q v r)z (pq)v (pr), pvqr= (p % q)(p Y r)

DE MORGAN Gesetze: pg=pvq, pvq=pq

Literale: xund X, x e 4, (Boolsche Variable)
Atom: p(x1 S X, ) =p, (xl)/\ P, (x2 ) . AD, (xn ), p; sind Literale
DNF: q(x1 ...xn): p(l)(x1 ...x")v .V p(")()c1 S X, ), p(i) sind Atome

Folgerungen:

A und X seien Aussagenmengen
Ded(Z) ist die Menge aller Folgerungen aus X.

Ac¥ = Ded(A)c Ded(z)
AuBerdem gilt: Ded(Ded(A))= Ded(A) 2 A
Beispiel:

2={p,q.r}

x2|

R

—o — oM

f
1
1
0
1

—_—— O O
»—ar—ar—acﬁ
—_— e [
—_— = =

0
1
0
1

fist eine mogliche Folgerung von X.
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Mathematisches Beweisen (siche auch Skript 5.5)

Regel des modus ponens
{58, = S,}ES, ,IstS, = S, wahr, so folgt aus der Wahrheit von S, die Wahrheit von S,.*
Direkter Beweis

Um die Wahrheit von S, zu beweisen, geniigt es die Giiltigkeit von S} und S} = S, zu zeigen.

Indirekter Beweis

P= Q=0 = P. Damit gilt {P,G = ?}I: Q. Die Giiltigkeit von Q folgt damit aus der Giiltigkeit von
Pund Q = P.

Verkettete Beweise

Kettenbeweis

Py, P,, ..., P, sei eine Folge von Aussagen. Dann gilt {Pl, A=>P,PL,=P, ... P, > Pn}lzP,.
firi=1,2,...

Ringbeweis
Py, P, ..., P, seien Aussagen; wahr seien P, = P firi=1, ..., n— 1 sowie P, = P;. Dann gilt:

(I). Ist P; wahr fiir ein i € {1...n}, so sind alle Aussagen wabhr;
(IT). Alle Aussagen sind logisch dquivalent.



